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^ ■ Ici est un corps p-adique avec p ^ 2 pour les constructions et p grand pour le théorème prouvant la 

stabilité. On note Wp le groupe de Weyl de F et on fixe un groupe classique G fcf. 11. Il ci-dessous pour plus de 
précision) dont on note le groupe dual au sens de Langlands. Le but de ce travail est de construire certains 
^sO \ paquets de représentations de G associés à des morphismes, -0, de Wp x SL{2, C x SL{2, C) dans le groupe ^G. 

On note le centralisateur de ip dans ^G*^ par CentLQip. Dans tout ce papier, nous allons supposer que ip est 
discret avec pour définition de ce mot le fait que le groupe CentLQ^ijj) est fini. 

■ Chaque représentation à l'intérieur du paquet associé à va être paramétrisée par un caractère du groupe 
GentLQ{ip), mais elle ne sera, en général pas irréductible et pourra même dans le cas le plus général être nulle. 
Bien siir ces contructions sont dictées par l'endoscopie, endoscopie qui fait intervenir d'une part les groupes 

I endoscopiques de G mais aussi une forme tordue du GL dans lequel ^G se plonge naturellement ; ces idées 

■ sont diies à Arthur. On doit même pouvoir vérifier que les représentations ainsi associées sont uniquement 
déterminées par les relations venant de cette endoscopie. Toutefois, on laisse cette vérification pour un papier 
ultérieur qui est loin d'être écrit et qui a de toute façon besoin des travaux récents de Waldspurger |16| . 

Pour pouvoir faire la construction annoncée, il faut déjà savoir construire les séries discrètes, c'est-à-dire 
les représentations associées à des morphismes de la forme ip décrite ci-dessus mais dont la restriction à la 
ly^ I deuxième copie de SL{2,C) est triviale. Ceci est fait dans ^21 et ^Hl sous l'hypothèse que l'on connaît les 

points de réductibilité de certaines induites de cuspidales. Ici on a vraiment besoin d'avoir une interprétation 
I de ces points de réductibilité en terme de paramétrisation de Langlands, ce qui n'était pas vraiment nécessaire 

dans les références ci-dessus; les hypothèses précises dont on a besoin sont celles de [TJ 2.1 on les rappelera 
encore ici. Soyons quand même optimiste, chaque fois que l'on a une interprétation en terme d'algèbre de Hecke, 
(•~^ . le problème est soluble. 

En plus, comme on a en vue une construction avec des propriétés fortes venant de l'endoscopie, il faudra alors 
aussi savoir que les séries discrètes auxquelles on finit par se ramener ont ces propriétés. Dans l'état actuel un 
, seul cas est à peu près complètement fait, il s'agit du groupe S0{2n + 1) et des morphismes qui se factorisent 

. par le Frobenius, cf ; l'endoscopie n'est pas écrite, elle nécessite un lemme fondamental qui n'est pas 

encore connue mais on voit comment on peut faire sans rajouter d'idées par rapport à ces références. Le cas où 
■0 est trivial sur le groupe de ramification sauvage est lui aussi en vue avec le même type d'idée (cf. |1()|V Les 
travaux de j4j et ^ qui sont de même nature supposent que "0 est trivial sur les 2 copies de SL(2,C) et notre 
^ . papier dans ce cas ne dit rien puisque qu'alors paquet de Langlands et paquet d'Arthur coïncident. 

Ainsi la situation considérée ici n'est pas vide et les constructions faites sont écrites dans un cadre général ; 
ce sont surtout des constructions de nature combinatoire. 

L'idée est alors la suivante; on note A le plongement diagonal de 5*27(2, C) dans le produit SL{2,C) x 
SL{2, C). Ainsi pour comme ci-dessus, le composé o A est un morphisme de Wp x SL{2, C) dans et doit 
donc correspondre à un paquet de représentations tempérées. Clairement, CentLQip contient le groupe analogue 
pour -0 o A. 

Un cas est plus facile, et nous l'avons traité en il s'agit du cas où l'inclusions naturelle GentLQ{ip) 
dans GentLQ{ip o A) est un isomorphisme ; on appelle ce cas le cas élémentaire. Dans ce cas, l'application qui 
a un caractère e de GentLQ{îp) associe une représentation n^ip^e) est injective à valeurs dans l'ensemble des 
représentations irréductibles et V'('0j ê) se calcule en fonction de 7r('0 o A, e) par une formule du type de celle 
qui calcule la généralisation de l'involution d'Iwahori-Matsumoto et donnée par Aubert {^), Schneider-Stuhler 
f |15j) ; les constructions sont rappelées en ci-dessous. 

Le deuxième cas est celui oii "0 o A est lui aussi discret ; ce cas est celui qui occupe la plus grande partie de 
ce travail; le but est de se ramener au cas élémentaire, éventuellement pour des groupes de rang plus petit. Les 
représentations du paquet sont donc indexées par les caractères, e, du centralisateur de 0. Mais à la différence 
de ce qui se passe (au moins conjecturalement) pour les séries discrètes et le cas de {111 à un tel caractère, on 
associe une représentation qui n'est pas irréductible en général. Ce phénomène avait déjà été vu dans le cas 
archimédien par Adams et Johnson et récemment dans le cas du groupe G2 par W.T.Gan et N.Gurevich ((Hl)- 
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Dans la première partie de cet article (cf|2Jl on donne une formule pour construire ces représentations, c'est- 
à-dire associer à "0 et e un élément e) du groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de 
G ; avec cette formule, il n'est pas difficile de montrer que la somme : 

^e(V'(z))7r(^,e), 

011 z est l'élément non trivial de la deuxième copie de SL{2,C), est un caractère stable si des combinaisons 
linéaires de séries discrètes associées essentiellement aipoA est elle-même stable (ce que l'on sait dans les cas oii 
on sait contruire ces séries discrètes cf. ^3]). Cette partie est en fait facile. Voici la définition dans le groupe de 
Grothendieck : on plonge dans le GL convenable par la représentation naturelle et on voit donc i/j comme une 
représentation de Wp x SL{2, C) x SL{2, C) que l'on décompose en une somme de représentations irréductibles 
de la forme p (Ei Repa O Rept où p est une représentation irréductible de Wp (nécessairement autoduale) et a, b 
sont des entiers avec une condition de parité dont nous n'avons pas besoin ici. Pour un tel triplet (p, a, b) on 
pose A := {a + b)/2 — 1 et B \a — b\ et on note Ç, le signe de a — & en convenant C = + si a = 6. On appellera 
l'ensemble des quadruplets {p, A, B, ainsi obtenus Jord{ip) et on voit naturellement e comme une application 
de Jord{ip) dans ±1. Pour avoir une définition à donner qui sort du cas "0 élémentaire déjà étudié en |1H . on 
suppose qu'il existe {p^ A, B ,(,) e Jord{Tp) avec A > B ; on fixe un tel quadruplet. Grâce à la correspondance 
de Langlands locale pour les groupes linéaires, on identifie p à une représentation irréductible d'un groupe 
linéaire convenable. Pour C Ç:]B,A], on note ôc l'unique sous-module irréductible de l'induite, pour un groupe 
linéaire convenable, p\ |'»^ x ■ ■ ■ x p\ \^''^ . Ainsi Se est une représentation de Steinberg tordue si C = -I- et une 
représentation de Speh tordue si ^ = — . On pose eo la valeur de e sur {p, A, B, et on note , e' l'analogue de 
tp,e en enlevant le bloc {p,A,BX)- Ci-dessous, on va rajouter à ip^e' un ou 2 quadruplets cela veut dire que 
l'on considère un couple analogue à t/i, e mais dont les blocs de Jordan sont ceux de ip' , e' auxquels on rajoute 
ceux écrits. Il faudrait aussi expliquer Jac..., c'est fait en 11.21 disons ici simplement que c'est une partie d'un 
module de Jacquet. On pose alors : 

7T{ij, e) = ©ce]s,A](-l)^"^'5c X ,cc'^{^' , e', (p, A,B + 2, C, co)) 

©,^±(-l)[(^-^+l)/2l^^-^+le^^7^(V/, e', (p, A, S + 1, C, v). ip. S, S, C, r;eo)), 

où par convention si A = S + l, 7r(-!/)', e', (p, A^ B + 2, (, êq)) ~ ""(^'i e') si eo = -t- et vaut (c'est-à-dire n'apparaît 
pas) si eo = — . C'est une description par induction car les morphismes qui interviennent dans cette définition soit 
sont relatif à un groupe de rang plus petit soit si on les notes tp" vérifient J2(p" A" B" c")eJord(t/j") ^" ~ ^" < 
X](p' yi' B' c')&Jord{ti>) ^' ~ ^' ' quand cette somme est nulle, on est précisément dans le cas des morphismes 
élémentaires. Il est assez facile de démontrer que cette définition ne dépend pas du choix de (p, A, B, C) vérifiant 
A> B. 

Dans la deuxième partie de cet article on montre que l'élément du groupe de Grothendieck est une 
somme sans multiplicité de représentations irréductibles totalement décrites par exemple dans l4.2| La description 
explicite n'est pas évidente et cette partie est vraiment technique. Mais j'ai l'impression que l'on va devoir faire 
la même chose pour les groupes linéaires tordus et qu'elle est donc indispensable. Le résultat peut s'exprimer 
ainsi par récurrence ; on utilise la notation < ô,X > pour signifier le socle de l'induite S x X quand X est une 
représentation semi-simple d'un groupe de même type que G et S une représentation irréductible d'un groupe 
linéaire. Avec les notations ci-dessus : 

^(V-, e) ÔA, ^(V', e', ip,A~l,B + 1, C, eo) > 

©A;A^-i'+i=eo nc.[B,ci(-l)f^'''(^'' UC6[S,A](P, C, C, C, ("l)'^' A)), 

avec comme convention que Tr{tp',e', {p,A — 1,B + l,(,^o) = si A = i? -|- 1 et eo — — et vaut 'ïï{'ip' ,e') si 
j4 = i3-|-leteo = -l-. On remarque que la somme sur A contient exactement un terme si A — B est pair et en 
contient soit soit 2 s\ {A — B) est impair la différence dépendant de la valeur de eo. Cette description est par 
induction comme ci-dessus, on peut en faire une description sans induction mais ce n'est guère plus limpide (cf 
lOl . 

A la fin du papier, on traite le cas des morphismes ip généraux; on le fait assez rapidement, on les obtient 
comme module de Jacquet de représentation associés à des morphismes ^' tel que ip' o A est discret. Ici on 
peut avoir Tr{^p, e) = 0, on en donne un exemple. Il y aurait donc beaucoup à dire sur ces représentations alors 
que l'on ne dit essentiellement rien dans ce papier. Mais à mon avis, avant de se lancer dans une description 
forcément technique il faut prouver que l'on a fait les bons choix, c'est-à-dire vérifier qu'ils sont ceux dictés par 
l'endoscopie ce qui n'est pas fait ici. 

L'intérêt de ce travail, s'il en a un, est d'obtenir des conséquences pour les formes automorphes de carré 
intégrables. On espère quand même que si notre couple ip, e est la situation locale d'une situation globale à 



laquelle est attachée un paquet de représentations automorplies de carré intégrable, les représentations associées 
décrivent les composantes locales. Rien n'est clair mais ce qui est très encourageant est que je crois bien que les 
définitions sont imposées par l'endoscopie et cette unicité forcera les identifications souhaitées. 

1 Précisions sur les groupes considérés et conventions 

1.1 Définition de base 

Si G est un groupe symplectique, il n'y a aucun choix, le groupe est déployé et son L-groupe est à centre 
connexe. Et on considère des morphismes tp : Wf x SL{2,€,) x SL{2,<C) dans 50(2n + 1,C) ainsi que des 
morphismes e du C ent so(2n+i.C)^ dans {±1}. 

Si G est un groupe des automorphismes d'une forme orthogonale sur un espace de dimension impaire, G est 
soit déployé correspondant à une forme orthogonale isotrope et on pose jJG = +1 ou G correspond à une forme 
orthognale de noyau anisotrope de dimension 3 et on pose (je = —1. Le L-groupe est Sp{2n) si n est le rang de 
G et son centre est isomorphe à {±1}- Quand on aura un morphisme, e d'un sous-groupe de Sp{2n) contenant 
le centre dans {±1}, on dira que ez = Hg quand la restriction de e à ce centre est triviale si jjg = +1 et non 
triviale sinon . Pour un tel G, on considère dans ce travail les morphismes ip de Wp x SL{2, C) x SL{2, C) dans 
Sp(2n,C) des morphismes e du centralisateur de tp dans {±1} tel que ez = ic- c'est une traduction terre à 
terre d'un isomorphisme dû à Kottwitz. 

Si G est le groupe orthogonal d'une forme orthogonale sur un espace de dimension paire, la situation est plus 
compliquée. La forme dépendant de son discriminant qui est une classe de carré, notée ici seulement j], et de 
l'invariant de Hasse. Dans tout ce qui suit on considère des morphismes, ip, fixés de Wp x SL{2, C) x SL{2, C) 
dans le L-groupe; ici le L-groupe est par définition 0{2n, C) si 2n est la dimension de la forme orthogonale. On 
note le discriminant de la forme. C'est impropre puisque G ne dépend de Ug que si la classe de carré est celle 
de 1. Pour un tel groupe orthogonal, on impose toujours dans cet article que le détcirminant de la restriction 
de ^ à Wp qui s'identifie à un caractère quadratique de Wp corresponde à la classe de carrés t] par réciprocité. 
Et T] sera toujours implicitement fixé ; il n'intervient pas explicitement. On considère aussi des morphismes e du 
centraHsateur de ip dans {±1} et, comme dans le cas de dimension impaire, on demande que ez = Hg- 

Le lecteur doit être averti que les subtilités ci-dessus sont en fait cachées dans ce papier ; elles n'interviennent 
que pour la construction des séries discrètes que l'on va admettre ci-dessous. 

On note A l'appHcation diagonale de SL{2, C) dans SL{2, C) x SL{2, C). Et dans tout ce travail, on dit que 
le composé tp o A qui est un morphisme de Wp x SL{2, C) est un morphisme discret si le centralisateur de son 
image est un groupe fini. 

1.2 Notations 

On appellera segment dans ce travail un intervalle de la forme [x, y] on x,y E 1/2Z et a; — y G Z. Le segment 
sera considéré comme croissant si x—y est négatif et décroissant sinon. Dans un tel segment, ce qui nous intéresse 
sont les demi-entiers inclus dans ce segment qui sont non entiers exactement quand x, y sont non entiers. 

Soit X une représentation de longueur finie de G et a; G M, p ime représentation cuspidale irréductible 
autoduale d'un GL convenable, on note dp le rang de ce groupe. On suppose que G contient un sous-groupe 
parabolique dont le Levi est isomorphe à GL{dp) x G(n — dp), oh G{n — dp) est un groupe de même type 
que G mais de rang n — dp. On va définir Jac^X comme un élément du groupe de Grothendieck associé aux 
représentations de longueur finie de G(n — dp) ; pour cela, on calcule le module de Jacquet de X le long du 
radical unipotent d'un parabolique de G de Levi GL{dp) x G(n — dp), noté momentanément Xp. On regarde 
Xp d'abord comme représentation de GL{dp) et on la projette sur le support cuspidal p\ |^ ; on note X^ cette 
projection. Tout sous-quotient irréductible de X^ comme représentation de GL{dp) x G{n — dp) est de la forme 
p| 1^ (g) y et JaCxX est par définition la somme des Y qui apparaissent comme de tels sous-quotient compté avec 
la multiplicité du sous-quotient irréductible où ils apparaissent. 

Soit x, y G M, on généralise la définition en posant JaCx,yX := JaCyJaCxX. On remarque que JaCx,yX peut 
se calculer en considérant d'abord le module de Jacquet de X par rapport au radical unipotent d'un parabolique 
de Levi GL{2dp) puis en restreignant encore et en projettant sur le bon support cuspidal. Si p\ |^ x p\ |^ est 
irréductible, on vérifie ainsi que 

Jo,Cx,yX = JaCy^x^ (1) 

pour tout X. La propriété (1) est donc vraie pour tout couple x,y tel que x — y ^ ±1. 

On pourra encore généraliser à plus de 2 projections. Soit X une représentation de longueur finie et [a, f3] 
un segment. On a donc défini JaCx(£[a,f3]X comme étant par définition Jac^ • • • Jacp-i • ■ ■ JaCaX. 

On utilisera à plusieurs reprises la propriété suivante : soit X une représentation de longueur finie et soit £ 
un ensemble totalement ordonné de demi-entiers relatifs. Soit y le plus grand élément de £ au sens ordinaire. 



On suppose que JaCxesX ^ 0. Alors, on va montrer qu'il existe z un élément de £ qui précède y, tel que [z,y] 
soit un segment et tel que JaCxç[y,z]X 0- La même assertion est vraie si y est le plus petit élément de S. 

En effet, on peut supposer que X est irréductible et que y est le dernier élément de £ pour l'ordre de £ ; 
ainsi il n'y a pas à démontrer que z précède y. Et la non nullité du module de Jacquet assure par réciprocité 
de Frobenius qu'il existe une sous-représentation irréductible a de GL{dp\£\) et une représentation irréductible 
X' convenable d'un groupe de même type que G mais de rang plus petit tel que : 

X X X'. (2) 

On écrit a dans la classification de Zelevinski comme sous-module d'une induite du type Xjg[i „]tTi oii les ai sont 
des Steinberg tordues c'est-à-dire des représentations de la forme < /o| • ■ • , p| l**' > avec v un entier, pour 
tout i G [1,1"], [a^i, j/i] un segment et yi > Xi, ainsi que xi > X2 > ■ ■ ■ > Xy. De plus £ est l'union ensembliste de 
ces segments. On suppose que y est maximal dans £. Ainsi il existe i tel que yi = y et on fixe i minimum avec 
cette propriété. Ainsi les segments [xj, yj] pour j < i ne sont pas liés à [xi, yi] et il existe donc une représentation 
a" convenable telle que a ^< p\ • • ■ , p\\^' > xcr". Ainsi on a une inclusion analogue à (2) en remplaçant a 
par < p| • • • , p\ \'^' > et l'assertion avec z = Xi s'en déduit. Si y est minimal au lieu de maximal on raisonne 
de la même façon mais en remplaçant Steinberg par Speh. 

1.3 Classification des paramètres. 

Quand on a un morphisme ■(/' comme ci-dessus on le prolonge en un morphisme dans un groupe linéaire 
convenable, GL(2n) pour G un groupe orthogonal de rang n et GL{2n + 1) pour G un groupe symplectique de 
rang n et on obtient donc une représentation de Wp x SL{2, C) x SL{2, C). On décompose cette représentation 
en sous-représentations irréductibles et comme les représentations irréductibles de SL{2,C) sont classifiées par 
leur dimension uniquement, une sous-représentation irréductible est de la forme p (E> Repa <8i Rept où a, 6 G N, 
Repa,Repb sont les représentations irréductibles de SL{2,C) de cette dimension et p est une représentation 
irréductible de Wp- Ainsi à '0 on associe JordiTp) qui par définition est l'ensemble des triples {p,a,b) tel que 
p (g) Repa <8) Repb intervienne dans la représentation associée à V', ce triple étant compté avec la multiplicité de 
la sous-représentation. On peut faire la même chose pour t/; o A et Jord{ip o A) se constitue de couples (p, c) . 
On montre aisément que 

Jord{tp o A) = U(p^Q^b)e./ord(^){(p, c); c G [\a - b\ + l,a + b - Ija}, 

011 [?, ?]2 représente l'ensemble des éléments du segment de même parité que les extrémités.. 

On vérifie aussi aisément que ip (resp. ip o A) discret entraîne que l'ensemble Jord{ip) (resp. Jord{ijj o A)) 
est sans multiplicité. L'absence de multiplicité force que toutes les représentations p intervenant doivent être 
autoduales et on a aussi une condition de parité sur a + 5 pour tout (p, a, 6) G Jord{ijj) parité déterminée par p 
et le groupe G. On n'a pas besoin d'en savoir plus sauf qu'étant donné un ensemble de triple (p, a, b) où p est 
autodual, a, b ont la bonne condition de parité et que l'on a l'égalité de dimension J2{p a b)&jord{ip) dpab = m* où 
dp est la dimension de la représentation p et où m* est la dimension de la représentation naturelle du L-groupe 
de G. Traduisons aussi le cas où tp o A est discret : cela dit exactement que Jord{tp) est sans multiplicité et 
pour tout p fixée autoduale comme ci-dessus et pour tous couples (a, 6), {a',b') distincts tels que {p,a,b) et 
{p,a',b') G Jord{tp), 

[|a - 6| + 1, a + 6 - 1] n [\a' - b'\ + 1, a' + 6' - 1] = 0. 

Soit ■0 comme ci-dessus tel que ip o A soit discret. Alors le centralisateur de l'image de ip est isomorphe à 
\Jord[ip)\ copies de {±1} sauf si G = Sp{2n) où il faut se restreindre aux éléments de produit -1-1 ; en oubliant 
cette condition, on calcule le centralisateur dans 0{2n + 1) au lieu de SO{2n + 1) c'est à dire que l'on a ajouté 
le centre. On identifie un morphisme de ce centralisateur dans {±1} à une application de Jord{ip) dans {±1} 
où la restriction au centre du L-groupe donne la condition : 

X(p,a,fc)e(P, 0,5) = Hg, 

où pour unifier, on a posé jlsp(2n) = +1 ce qui compense "l'oubli" ci-dessus de se limiter aux éléments de 
déterminant +1. 

Dans tout le papier, au lieu de fixer G, on ne fixe que le type de G, cela détermine G si c'est un groupe 
symplectique et on se donne ip, e comme ci-dessus ce qui détermine la forme orthogonale dont G est le groupe 
d'automorphismes grâce au déterminant de ip et k la restriction de e au centre du L-groupe. 

Jusqu'au chapitre[7|on suppose que ^ o A est discret. 

Hypothèse générale : dans tout ce papier on Exe i/j comme ci-dessus mais on fait l'iiypothèse : pour tout 
groupe H de même type que G mais de rang inférieur ou égal et pour tout morphisme tp' de Wp x SL(2, C) 



dans et tout caractère e' de CentL[j{ip') avec les propriétés que l'on va écrire ci-dessous, on sait associer 
une représentation cuspidales 7r(^/;', e') avec les propriétés de réductibilité écrites aussi ci-dessous. 

Propriétés sur {tp' , e') la restriction de ip' à Wp est une sous-représentation de la restriction de 4' à Wp, cela 
s'entend évidemment après avoir envoyé les L-groupes dans le groupe linéaire convenable par la représentation 
naturelle de ces L-groupes. Pour tout p représentation irréductible apparaissant dans la restriction de ip' à Wp, 
la représentation de SL(2, C) dans l'espace isotypique correspondant est une somme de représentations indexés 
par leur dimension a' £ Jordp{'ip'), ensemble qui doit vérifier que s'il contient l'entier a il contient aussi tous les 
entiers de la forme a — 2i avec i G [0, [a/2]]. De plus e' qui définit une application de Jordp{tp') dans ±1 vérifie 
pour tout a G Jordp{ip') (comme dans la phrase précédente) e'{p, a) = (— l)t''/^l?7 où rj est un signe indépendant 
de a qui vaut -hl dans le cas où Jordp{ip') est formé d'entier pair et peut valoir ±1 dans l'autre cas. 

Propriétés sur Tr{ip',e') : soit p une représentation cuspidale unitaire irréductible d'un groupe linéaire de 
la forme GL{dp,F) (ce qui définit dp); grâce à la correspondance de Langlands locale, on identifie p à un 
morphisme irréductible de Wp dans GL{dp,C) ; on dit que p est symplectique si ce morphisme est à valeurs 
dans Sp{dp,<C) et ortliogonal sinon. On suppose que p est autoduale; on définit Jordp{'ip') comme on Va fait 
ci-dessus, en admettant l'ensemble vide et on note Up le plus grand élément de cet ensemble s'il est non vide. 
Dans le cas où Jordp{tp') est vide, on pose ap ~ si p est de type opposé à (c'est-à-dire orthogonal quand 
^G est symplectique et vice et versa) et ap — —1 sinon. La propriété demandée à Tr{ifi' , e') est alors que l'induite 
p\ I* X TT{tp', e') pour s un réel est irréductible sauf exactement quand s = ±(ap + l)/2. 



2 Définition de 7r(?/;,e) quand i/j o A est discret. 
2.1 Défininitions 

On fixe ip, e comme en ll.3l on suppose, comme annoncé, que ipoA est discret et on va associer à ce couple un 
élément du groupe de Grothendieck des représentations de G. Cette définition se fait par induction. On a défini 
en '11' (cf. cet élément dans le cas oii pour tout (p,a,b) e Jord^i})), inf{a,b) = 1 et dans ce cas, c'est une 
représentation irréductible. Remarquons que la condition que l'on vient juste d'écrire est exactement équivalente 
à ce que GentLQ{tp) soit naturellement isomorphe à CentLQ^ip o A). Supposons donc que cette condition n'est 
plus vérifiée et fixons (p, a, b) G Jord{tp) tel que inf{a, b) > 2. On note alors V'' le morphisme qui se déduit de V' 
en enlevant le bloc (p, a, b) et on note e' la restriction de e à Jord[ip'). On pose C,a.b le signe de a — 6 si a 7^ 6 et 
+ sinon. On suppose que l'on a défini i:{ipi, ei) pour tout (ipi, ei) relatif à un groupe de même type que G mais 
de rang plus petit ; on suppose que cette représentation est aussi définie si tpi est relatif à G mais si \ Jord{ipi)\ 
est strictement plus grand que \ Jord{ip)\. Remarquons que c'est une bonne hypothèse de récurrence puisque le 
cardinal de Jord^ip) est nécessairement borné supérieurement. On définit alors dans le groupe de Grothendieck : 

si inf{a, 6) = 2 et e{p, a, b) = —, on pose : 

Tr{ip, e) := ©^=±i7r(-(/'', e', {p, a + Ca,bl, b - Ca.bi:V){P; a-l,b-l, 

où la notation signifie que l'on ajoute à Jord{ip') les 2 blocs {p, a + (a,b^i b — (a,b^)i {PiO^^^ib— 1) en prolongeant 
e' sur ces blocs par 2 valeurs inégales (et on somme sur les possibilités). 

si inf(a, b) = 2 et e{p, a, b) — +, on pose : 

irii/j, e) = 

< P\ t-'^^^, • • • , Pl > xn{^', e') e,=± 7r{f, e' , (p, a + Ca.fcl, b - Ca^l, ry), (p, a - 1, 6 - 1, r;)). 

si inf{a, b) > 3, on remarque que si on ajoute à Jord{ip') le bloc (p, a + ^a,fc2, b — Ca,62) on définit un morphisme 
pour un groupe de rang (^a,b{a—b)-\-l plus petit que G. On sait donc définir ^{ip' , e', (p, a+Ca,b2, b—Ça,b2, e(p, a, b))) 
(où l'on prolonge e' à l'aide de e(p, a, 6)). On sait aussi, avec l'hypothèse de récurrence définir pour 77 = ±, 
ttOj', e', (p, a + Ca,fcl, b - Ca,bl, '7)(p, sup{0, a — b) -\- 1, sup{0, b — a) -\- 1, ?7e(p, a, b))). On pose alors : 

,r(V.,e) = ©,e[i^.„/(a,b)[(-l)"^'^"''')-'+^' 

< p| It"-'')/^, • ■ • , p| |-(-'')/2-C.^J > X JaC(„_fc)/2+ç„,,2,.. ,(a-6)/2+G,.,^(V'', e', (p, û + Ca,t2, b - Ca,b2, e(p, a, b))) 

©^=±(-l)["-^^"'''^/^l??™-'^(°^''^e(p, a, 
tt{iP', e, (p, a + Ca.fcl, b - Ca.fel, v)i {p, sup{0, a - 6) + 1, sup{0, 6 - a) + 1, rie{p, a, b))), 
quand j — 1 il n'y a pas de Jac par convention. 



Pour unifier les notations, on peut inclure le cas inf(a, b) — 2 dans la définition générale à condition de poser 
dans ce cas : 

nii;', e', {p, a + Ca,.2, h - Ca.,2, ^) = | = 1^^'' ''^ " ^ 

I = SI 77 = — . 

Récrivons ces formules en supposant que a > de façon à ce qu'elles soient plus lisibles : 

je[i,b[ 

< p\ \'^-^)/\ . . . , p| \-i-b)n-J > X Jac(,_b)/2+2,.. ,(a-b)/2+,^(V'', ê', (p, a + 2, 6 - 2, e(p, a, 6)) 
©r,=±(-l)['/'l?7''e(p, a, 6)"- e', (p, a + 1, 6 - 1, 77), (p, a - 6 + 1, 0, 77e(p, a, 6)). 

2.2 Autre formulation 

Soit ('0, e) comme ci-dessus, on a défini ces objets en utilisant Jord{4>) en tant qu'ensemble de triplet 
(p, a, b) venant naturellement de la décomposition en représentations irréductibles de la représentation de Wp x 
SL{2, C) X SL{2, C). On peut remplacer ces triplets par des quadruplets {p, A, B, C) en posant ( = C,a,b avec nos 
définitions antérieurs, A = {a + b) /2 — 1 et B = \a — b\/2 ; ainsi A, B sont des demi-entiers positifs ou nuls avec 
A — BgN, siB = 0, C = + nécessairement. Remarquons aussi que dans cette correspondance, inf{a, è) = 1 si 
et seulement si A = B. En particulier ip est élémentaire si A ~ B pour tout quadruplet de Jord{'ip). 

Le fait que -0 o A est discret se traduit par le fait que pour tout couple de quadruplets (p, A, B, et 
(p', A' , B' , (') G Jord(tp) soit p^ p' soit [B, A\ n [S', A!\ = ce qui se traduit encore par le fait que soit B > A' 
soit B' > A. 

Notons encore JordiTjj) l'ensemble de ces quadruplets et reformulons les définitions avec ces nouvelles nota- 
tions. 

Supposons qu'il existe {p, A, B) dans Jord{ip) tel que A > B ■ on pose cq := e{p, A, B, C). Alors 

T^ii': e) = ®ce]B,A](-l)^"^ < P\ \'^^, ■■■ ,P\ r'^^ > X Jacç(B+2),.. ,ac)^i^' ^ {p, A,B + 2, eo)) 

®.=±(-i)['^-^+'^/S^-^+'er^^(^', e', iP: + C, V)). (p, S, S, C, V^o)). 

Ici il faut comme convention que les termes contenant (p. A, B + 2, êq) n'existent pas si A = -B + 1 et êq = ~ et 
qu'ils font seulement intervenir ijj' , e' si A = B + 1 et eo = +. 

2.3 Propriétés 

La première propriété à remarquer est la suivante : soit D un demi-entier tel que pour tout C tel que 
D — C E Z>o, il existe un signe (^c tel que {p,C,C,Cc) G Jord{tp) et si D est demi-entier non entier, alors 
e(p, 1/2, 1/2, C1/2) = — • Alors 7r(i/), e) = 7r(-(/'', e') si Jord{ip) = Jord{ip') et e = e' à la seule diflFérence près que 
^(7 peut ne pas être le même signe pour ip et pour ip' (pour le moment on utilise le même bloc (p. A, B, Q pour 
les définitions) ; cela résulte par récurrence par exemple de El propriété 1. 



2.3.1 Indépendance des choix 

Soit (0, e), (p, a, b) comme ci-dessus ou plutôt (p, A, B, () avec A> B. On suppose qu'il existe (p', A', B' , Ç,') g 
Jord{tp) un bloc de Jordan différent de {p,A,B,() mais vérifiant aussi A' > B' . On aurait pu l'utiliser pour 
définir tt{^, e) montrons que l'on aurait obtenu le même résultat. 

On note tf}" , e" le morphisme qui se déduit de tp, e en enlevant les 2 blocs (p. A, B, C) et (p'. A', B' , (') et on 
pose eo = e(p,A,B,C), = (P> -S', C')- Pour C g]B,A] et C" €]B',A'], on pose : 

âc :=< Pi 1'^^, • • • , Pi r^"" >;Sc' p'i i'^'^', • • • , p'i r'^'^'. 

Le seul cas difficile est le cas où p' = p ce que nous supposerons pour pouvoir employer sans ambiguïté la 
notation JaCx. - - 

En utilisant (p, A, B, Q) pour définir 7r(^, e) puis (p', A\ B' , Ç') pour définir les représentations qui intervien- 
nent dans la définition de 7r(^/;, e), on obtient : 



ôc X (^Jacç(B+2),..,cc('5c' x Jacç,^B'+2),- x'cAi^" Ap, A, B + 2,C,eo), {p, A' , B' + 2,C,e'o))) j (1) 
<5c X Jacc(s+2),.. .cc^lV/', e", (p, ^,5 + 2, C, eo)(p, S' + 1, C, ^'), (P, S', B' , C', ?7'eo)) (2) 

©C'.]B',A'] ©.=± (_l)^'-C'(_i)[(A-B+l)/2](^,)A-B+l^A-B 

Je X Jac<;(B'+2),.. ,cc'<^", e", (P, s' + 2, C', eo)(P: ^, ^ + 1, C, v), [p, B, B, C, 77^0)) (3) 

7r(^", e", (p, A, S + 1, C, 77), {p. B, B, C, 77^0), (p, S' + 1, C, 7?'), (P, 5', S', C, ^'4)- (4) 

Le terme (4) est parfaitement symétrique en (p, A, B, C) et (p, A', -B', C) et il en est de même des termes (2) et 
(3) quand on les considère ensemble. Il n'y a que le terme (1) qui n'est pas symétrique de façon évidente. On 
va donc montrer qu'en fait il l'est. 

Fixons C ë\B,A] et C" A'] ; l'un des segments [C-B, -(C], [C,' B' , ~C,'C'] contient l'autre d'oii 5c x ôc 

est une représentation irréductible du GL convenable et elle est donc isomorphe à 5c' x 5c- Les segments 
[C,[B + 2)XC] et [C{B' + 2), Q'C'] sont disjoints et non liés, on a donc (cf. I1.2|l pour tout élément du groupe de 
Grothcndieck X 

JaCç(B+2).--- .XC'Jo.Cç'(B'+2),---C'C'X ~ JaCç'(B'+2),---Ç'C'JaCç(B+2),--- xc^- 

Montrons que JacQi^B+2),--- .çc'^c xX ~ Sc' x Jac^(B+2), -- xc-^j pour tout X comme ci-dessus ; c'est complètement 
clair quand on a remarqué que ni ('B' ni C'C" ne sont dans le segment [C{B + 2), (C] ; là on utilise clairement 
le fait que o A est discret. Ainsi la contribution au terme (1) des objets relatifs au couple (C, C) n'est autre 
que 

(-1)^+-^'^''^'''^ X Se X Jacç^B+2),: xcJacx'(B'+2),.x'C'Ai^",e\ (p, A,B + 2, C, êq), (p, A', B' + 2, 4)). 
Et comme on l'a vu ce terme est parfaitement symétrique en {A, B, C) et {A' , B' , C). Cela termine la preuve. 



2.4 Stabilité 

Théorème : On fixe un morphisme ip de Wf x SL{2, C x SL{2, C) dans comme en ll.il .- en particulier 
on suppose que o A vu comme morphisme de Wp x SL{2, C) dans est discret. La combinaison linéaire de 
caractère de représentations : 

e:Jor(i('0)-+{±l} {p,a,b}e.Jord(4i) 

est stable si toute combinaison linéaire de séries discrètes J2e-jord(i/j')^{±i}''^i''P' stable où ip' est un 
morphisme de Wp x 5*^(2, C) dans ^G' avec G' de même type que G vérifiant que Jord{ip') C Jord{'ilj o A). 

Ici la terminologie employée en terme de décomposition de la représentation définie par ip est plus parlante que 
celle de 10 

On a démontré en ^Jj la stabilité sous l'hypothèse du théorème dans le cas où pour tout (p, a, b) G Jord{ip), 
inf{a, 6) = 1 ; sous cette hypothèse, il suffit même d'avoir la stabilité pour ip' = tpoA. On peut donc supposer que 
Jord{tjj) contient au moins un triplet {p,a,b) avec inf{a,b) > 2. Supposons d'abord que inf{a,b) = 2 avec les 
notations ci-dessus. Les morphismes qui apparaissent sont (V'', e'), on a enlevé le bloc (p, a, b) et les morphismes 
■0- qui se déduit de ■0 en remplaçant le bloc (p, a, b) par les 2 blocs (p, a + Ca.ftl, b — Ca.hl), (Pj o — Ij ^ — !)■ On 
a Jord{i}}' o A) = Jord{^p o A) — {(p, sup(a, b) + 1), (p, sup(a, b) — 1)}. On peut donc légitimement admettre le 
résultat de stabilité pour ^' par récurrence (l'hypothèse du théorème pour tp est plus forte que pour ip'). De 
plus Jord{ip~ o A) = Jord{^ o A). On peut aussi admettre la stabilité car l'hypothèse du théorème est la même 
pour ijj et Tp- mais \Jord{ip)\ = \Jord{ip^) \ — 1 < \Jord(Tjj-)\. On décompose la somme 

« ip' ,a' ,b')£jord{ip) 

J2 n e(p',a',6')'''-^ <p||(''-'')/^••■ ^pII^^-^^+^^Z^-^^ > x^(V',e) 

e,Jord{tp) -> {±1}; ip' ,a\b')e,jord(4,') 
e{p,a,b) = -I- 



^ e{p,a,b) n e{p',a',b'f-'e{p,a,b)'-' (1) 

e : Jord{tlj) {±1}; (p',a',f,')6 Jord(V') 

77 = ± 

7r('0', e', (/O, a + Ca,bl, 6 - Ca.b^, ■r])iP, a-l,b~l, r]e{p, a, 6))). 

La première somme est stable par l'hypothèse de récurrence appliqué à iJj'. Pour montrer la stabilité de la 
deuxième somme, on va appliquer la récurrence au morphisme qui se déduit de tp' en ajoutant les 2 blocs 
{p,a + Ca,f)l,6 — (a,b),{p,a — 1,6 — 1). Pour e,ry comme dans la somme, on construit un morphisme e" de 
Jord{tp") dans {±1} comme dans l'écriture ci-dessus, c'est-à-dire en prolongeant la restriction de e à Jord{tp') 
par rj sur (p, a + Ca.fcl, b — Ca,b) et par rie{p, a, b) sur (p, a — 1, 5 — 1, 77e(p, a, 6)). Et on calcule 

n e"{p",a",b"f-'=( n e'(p',a',5')'''-i)(^''-'^"-i-^''-^e(p,a,6)''-2). 

{p",a",b")eJord{ip") ^{p' ,a' ,b')eJord{^)-{{p,a,b)} ' 

On remarque que quelque soit la valeur de C,a.b^ r]^^(c^,i>^-^fjb-'^ — On obtient donc exactement le signe qui 
apparaît dans la somme (1) (quand on n'oublie pas le e(p, a, b) qui se trouve devant le produit). D'où la stabilité. 

On considère maintenant le cas où inf{a, b) > 2. Il faut écrire Y\{p a b)eJord{ip) ^(P^ ê) en utilisant 

12.11 Cela donne une somme sur j G [1, m/(a, b)[ et un terme complémentaire. Fixons d'abord j G [1, inf{a, b)[, 
et étudions 

e (p,a,b)£,Jord(xp) 

< p\ l^"-'')/^^ ■■■,p\ > xJacça-b)/2+Ca^,2,- ,a,.((a+b)/2-i)^(^', ê', (p, a + Ca,f,2, 5 ~ Ca,fc2, a, 6))). 

Pour (V', e) fixé, on note tp" le couple qui se déduit de en changeant simplement {p,a,b,e{p,a,b)) en 
(p, a + 2Ca.&, b — 2C,a,b, a, b)). Comme dans ce changement la parité de b est respectée il est clair que le signe 
défini avec e est le même que celui avec e" quand on remplace ip par ip" . Donc la stabilité résulte de l'hypothèse 
de récurrence et du fait qu'elle commute à la prise de module de Jacquet et à l'induction. 

Il reste le terme complémentaire (on enlève le signe (— 1)[™/('^'^)/2] qui est indépendant des termes de la 
somme) 

eip, a, 6)^"/(^'>)-i^*"/('^.'')e(p, a, b)"-' f [] <P'' b')"''' 

e : Jac{ijj) {±1}, ^{p' ,a' ,b')eJord{i^') 

7r(V'', e', {P, a + Ca,b, b - Ca,b, v), {P, sup{a - b, 1), sup{b - a, l),-qe{p, a, b). (2) 

Pour e,r] fixé comme dans la somme, on définit ip",e" en remplaçant (p, a,b, e{p, a,b)) par (p, a + Ça,b^,b — 
Ca,f)lj v) U (Pi sup[a — 6, 1), sup{b — a, 1), "qe^p, a, b)). Et il faut encore calculer 

Jl e"(p",a",6")''"-^ -ry''-«-''i-i?7^"P(^-'^'")e(p,a,6)^"î'(''-'^'"' t' [p' ,a' ,b'f -\ 

{p" ,a" ,b")£jord{-ip") (p' ,a' ,b')^Jord(^') 

(3) 

Et on vérifie que : 

^f>-Ca.a-l^s«p(&-a,0)^(^^ ^yup[b-afi) ^ j^inf {a,b) ^^^^ 6)*"-'^(°''')-le(p, fl, bf'^ 

c'est-à-dire que le signe intervenant dans (2) est le même que celui de (3). On obtient alors la stabilité en 
appliquant le théorème à ?/;" et cela termine la preuve. 



3 Propriétés des modules de Jacquet 

Dans tout ce paragraphe, on fixe ?A,e, p et {p,A,B,C,) & Jord{tp) (avec les notations de 12.21 et on suppose 
que A > B. On suppose toujours que o A est discret. On raisonne par récurrence d'abord par récurrence 
croissante sur le rang du groupe puis par récurrence croissante sur := J2{p a b c)e.jord(^) A — B ; en effet si 
s^p = ip est élémentaire au sens de|Hlet la situation sera toujours connue dans ce cas. Le but de tout ce travail 
est bien de ramené la définition générale au cas élémentaire. On aurait sans doute pu se passer dans cette partie 
de mettre dans la récurrence que pour les ^p' , e' plus petit que notre ■0, e au sens ci-dessus, '^{ip' , e') est une vraie 
représentation, c'est-à-dire une combinaison linéaire à coefficients positifs de représentations irréductibles, mais 



je mets quand même cette propriété dans la récurrence pour éviter des problèmes avec l'interprétation de la 
non nullité des modules de Jacquet que nous allons considérer ; sinon il faudrait se méfier des simplifications 
éventuelles. Donc cette section ne sera complétée qu'après la fin de la section^ 
On démontre simultanément les 2 propositions ci-dessous : 

3.1 

Supposons ici que _B > 1 et que pour tout élément {p^A'^B'X') de Jord{tlj), on ait A' ^ B — 1. En 
particulier, en gardant la notation de 12.11 le morphisme définit en ajoutant à Jord{ip') le quadruplet 

{p,A' — 1,B' — 1,C') est encore discret et de restriction discrète à Wp fois la diagonale de Sl{2,C). En terme 
de représentation, si {p,a,b) correspond à {p,A,B,C,), on enlève 2 au sup de (a, 6) après avoir supposé que 
sup[a, b) — inf{a, h) > 2. On pose toujours eo = e(p. A, B, 

Proposition : Supposons que B > 1 mais pas nécessairement A > B comme ci-dessus. Alors 

JacçB.- - ,CA)7r(V', e) = T^{ip', e', {p,A-l,B - 1, C, eo)). 



3.2 

Proposition : Soit a; e R. On fixe il^,e et p alors JaCx7T{ip, e) = sauf éventuellement s'il existe (p. A', B' , Ç') € 

Jord{'ip) et X — Q' B' . De plus pour tout x £ R, JaCx,xT^{ip, e) = 0. 

On les démontre par récurrence, en utilisant la formule définissant 7r('0, e) fcf l2.1|l . Si A — B dans la proposition 
13.11 cela se fait par récurrence à partir du cas oii i}} est élémentaire (cf. [ïïl propriété 2), on ne détaille pas, c'est 
plus simple que le cas ori ^ > _B ce que nous supposerons à partir de maintenant. 

On fixe donc (p. A, B, C, éq dans Jord^ijj, e) tel que A > _B et pour le moment, on n'impose rien à B. Soit 
C g]B,A]. On doit calculer : 

Jac^B,-XA(< pW^^,--- ,p\\-CC> xJaC(;(s+2),-.cc7r(i/'',e',(p,A,S + 2,C,eo))j. (1) 

On a JacçBJacç(B+2),-- xC^i^' ^ ^ ^ iP^ A,B + 2, (, êq)) = Jac^(s+2),--- ,cC'^acç_B7r(V'', e', (p, A,B + 2, (, eo)) = 
par la 13. Il appliquée par récurrence. Ainsi 

(1) = Jacç(B+i),... p\ 1^(^-1), ■■■ ,p\ \~CC > X Jacç(B+2),.. ,cc^(^', e', (p, A,B + 2, (, êq))) 

ce qui vaut encore par les calculs standard de modules de Jacquet : 

Jocçc,-,ca(^< pI ,p| |-CC > xJacç(B+i)^...^<.(c-i)Jacç(B+2),-,cc7i"(i/'',e',(p,A,B + 2,C,eo))y 

De plus on a par définition, pour tout élément X du groupe de Grothendieck : 

JacQcJacQi^B+i),- - ,Q(C-i)Jo-'^Q(B+2),--- ,cc^ — JO'Cq^b +!),■■■ xcJo,c^{B+2),--- xc^- 

Par calculer le Jac qui nous intéresse, on calcule tous les modules de Jacquet des constituants de Tr{ip' , e' , • ■ ■) le 
long du parabolique de Levi GL{{2{C — B) — l)dp, F)xG' , on G' est un groupe de même type que G mais de rang 
plus petit. On regarde ces modules de Jacquet dans le groupe de Grothendieck ce sont donc des combinaisons 
linéaires de représentations irréductibles du type a' X' . Ensuite on projette sur le support cuspidal qui nous 
intéresse. Pour faire ce calcul, on reprend les classifications de Zelevinsky des a' soit par segment croissant si 
= + soit par segment décroissant si ^ = — de telle sorte que la seule représentation a' qui contribue soit 

<p||C(^+i),-..,p|P>x<p|p+2),...,p|p>. 
Mais cette induite est irréductible donc isomorphe à 

<p||C(^+^),...,p|P>x<p||C(^+i),...,p|p>. 
Mais cela montre que l'on aurait obtenu le même résultat en calculant 

Jacç(^B+i), -- xcJ(^c^{B+2).-- xcJo-c^iB +!).■■ xC^i^^'^ A,B + 2, C, eo)). 



Mais ceci fait zéro car ce calcul se "factorise" par Jacç(^B+i)'^{'>P' , e', {p, A,B + 2, C, eo)) dont la proposition 13.21 
appliquée par récurrence donne la nullité. D'oii 

(1) = Jacç(c+i),.. < P\ ■■■ ,p\ |-«<^-i) > xJacç^B+i),- ,Q{C-i)Jac^(B+2),-QCT^{'^' , e', (p, A, B+2, (, eo)). 

Or ni ({B — 1) ni ({C — 1) ne sont des éléments du segment [C{C + 1), ÇA] et on obtient donc par les calculs 
standard de modules de Jacquet (le rappel de 15.6.31 suffit ici) : 

(1) =< p\ ... |-C(c-i) > X Jac^(c+i)^... ^çA-Jac^ÇB+i),- ,c(C-i)Jacç(B+2),-c,cAi'\ e'> (P, A, B+2, (, êq))- 

Or de façon assez formelle : 

Ce qui donne encore : 

(1) =< p\ ■ ■■ ,p\ > X Jac^çB+i),- x{c-i)Jac^{B+2),- XA^-^' , e', (p, A,B + 2, (, eo)). 

On veut encore remplacer Jacçi^B+2).--- .ça71'(V''i e'i (Pi A, B + 2, C, êq)) par 7r('(/;', e', (p, A — 1, i? + 1, Ç, eo) ; si yl = 
-B + 1 de toute façon ce terme n'intervenait pas, si A > B + 2, c'est la proposition 13. Il que l'on applique par 
récurrence au bloc (p, A,B + 2, C) qui en vérifie les hypothèses. D'où finalement 

(1) p\ • ■ • , p| > X Jac^(B+i),.. xic-i)<i'', e', (p, A - 1, B + 1, C, eo)). (2) 

C'est-à-dire qu'en calculant Jacçs, -- XA on a remplacé {A, B, C) par (A — 1, S — 1, C — 1). 
On a aussi par définition, pour 77 = ±, 

JacçB.-- XAT^ii^', e', {p, A,B + 1, C, v), {p, B, B, (, V^a)) = 

JacççB+i),--- XA JacQB 

tt{^', e', [p, A,B + l, C, ry), (p, B, B, (, Tyeo)). 

Supposons maintenant que les hypothèses de la proposition l3. ll soient satisfaites. En particulier le bloc {p, B, B, () 
les vérifie ; on a alors par récurrence 

JaccBTTi'^', e', (p, A,B + 1, C, ??), (p, B, B, C, V^o)) = ^(V-', e', (p, A - 1, S -f 1, C, r?), (p, S - 1, B - 1, C, V^o)- 
On en déduit : 

Jac^B,-- ,CA)7r('0', e', (p, A,B + l, 77), (p, B, B, C, ??eo) = 
Jacç(B+i)_...,çA7r(V'',e', (p,^,-B + 1,C,??), {p,B -1,B - l,C,V'^t))), 
et en appliquant la proposition 13 . Il par récurrence ce que l'on a le droit de faire 

= ni^P', e', (p, A - 1, S, C, r;), (p, S - 1, S - 1, C, V^o)), (3) 

c'est-à-dire qu'ici aussi, on a obtenu le terme de départ mais en remplaçant le couple (A, B) par le couple 
{A — 1, B — 1). Ainsi en mettant ensemble les termes obtenus en (2) ci-dessus sans aucune hypothèse sur {A, B) 
et les termes (3) qui eux ont été obtenus modulo les hypothèses de 13.11 on obtient exactement la définition 
de 7r(V'', e', (p, A — 1, B — 1, eo)) qui elle nécessite aussi l'hypothèse que le morphsime {ip' , e', (p, A — 1, B — 
1, C, eo)) soit de restriction discrète à la diagonale c'est-à-dire l'hypothèse de 13. Il Cela termine la preuve de cette 
proposition. 

Montrons maintenant la deuxième proposition ; cette proposition a été démontrée dans le cas où ip est élémentaire 
(cf. EJ et on suppose donc que -0 n'est pas élémentaire. On fixe (p, A, B, C) G Jord{tp) tel que A > B et on pose 
encore eo := e(p, A, B, (). 

Soit X tel que Jac^ 7r('0, e) ^ ; nécessairement, en revenant à la définition l2.1l 

soit il existe = ± tel que JaCx'ïï{ip' , e', (p, A,B + 1, C, 77), (p, B, B, (, r]e{p, a, b))) ^ 

soit il existe C e]B, A] tel que 

Jac, p| 1'^^, • • • , p| r'^'^ > X Jacc(B+2),... ,çc^(V'', e', (p, A, B + 2, eo)) j ^ 0. 

Pour le premier cas, les valeurs de x qui ne satisfont pas à la proposition sont uniquement C(_B + 1). Dans le 
deuxième cas, celles qui ne satisfont pas sont ÇC avec C ii]B,A] et celles qui vérifient 



Jac^{B+2),--- ,cc,2;7r(V'', e', (p, A,B + 2, (, eo)) ^ 0. 



Dans cette dernière éventualité, on vérifie en utilisant la proposition elle-même par récurrence que les seules 
difficultés viennent de x = (^{B + 1) et a: = ({C + 1). On va encore vérifier que x = ({C + 1) avec C — A n'est 
pas une exception ; en effet si C = A, on applique 13. Il à (p. A, B + 2, C^) pour obtenir faut 

Jac^(B+2)... ,CA7r(V'', e', {p, A,B + 2, C, eo)) = T^ii'', e', {p,A-l,B + 1, e{p, a, b))) 

et en appliauand 13.21 par récurrence, JaC|j(yi+i)7r(^/;', e', (p, A — + 1, e{p, a,b))) =/= entraîne qu'il existe 
(p, A', B', C) G Jord{ip) avec C(A + 1) = C' B' c'est-à-dire la propriété cherchée. 

En résumé, les valeurs qui nous gênent sont x — ({C + 1) avec C G [B, A[ (c'est-à-dire B inclus et A exclu). 
Supposons d'abord que C G]B, A[. Alors les termes de la somme définissant T^i^p, e) qui contribuent au Jacç(p^x) 
sont exactement au nombre de 2, celui correspondant à C -|- 1 et celui correspondant à C. La contribution du 
terme correspondant à C est : 

(-1)^-^ Jacç(c+i) p| 1'^'', • • ■ , p| r'^^ > X Jac^(B+2),.. xcH^' , e', (p, A, B -F 2, C, eo)) 

(-1)^-^ < p| 1^^, • ■ • , p| |-^^ > xJacççs+2),- ,cc,ac+i)<^', e', (p, A,B + 2, (, eo)) 
et la contribution du terme correspondant à C -f 1 est 

jacç(c+i) (^< p| 1^^, • • • , p| r^^^+^^ > X Jac^(B+2),.. .c(C+i)7r(V', e', (p. A, B + 2, (, eo)) 

{-l)^-''-\<p\\^'',--- ,p\r'^^' > xJacc(s+2),..,c(c+i)^(V'',e',(p,A,B-|-2,C,eo)). 

La somme des 2 contributions fait donc comme annoncé. Reste à voir le cas on C = B c'est-à-dire à calculer 
JaC|j(B+i)7r('î/;, e). Le calcul est assez difficile car tous les termes contribuent. On fait d'abord le cas oià A = B + 1. 
Dans ce cas, si eo = + 

7r(^, e) p| 1^^, ■ • • , p| 1-^(^+1) > xni^', e') e^=± ^(^', e', (p, B + 1, i? + 1, C, t?), (p, S, S, C, v)) 
et si ÊQ = ^ 

7r(^, e) = ©„=±^(V'', e', (p, B + 1, S + 1, C, v), (p, B, B, (, -77)). 
On vérifie avecElque dans le deuxième cas Jac^çg^i) = 0. Dans le cas 011 eo — +, avecElon vérifie que 

Jac^iB+i) (©^=±7r(V'', e', (p, A = B + 1, A = B + 1, C, v), (p, B, B, (, rj)) =< p| |^^, • • • , p| > X7r(^', e'). 

Il est alors clair" que Jacç(B-i-i)7''(V': e) = dans ce cas aussi. 
On suppose maintenant que A = i? + 2. Ici on a : 

^(V,e)=<p||';^,-- - ,p|r«^+2) > xJacç(B+2)7r(V'',e',(p,B -1-2,5-1- 2, C,eo)) (4) 

-<p||«^,-.- ,p|r';(^+i) > X7r(^', e', (p,i? + 2,5 + 2, C,eo)) (5) 

e„=±?7^(V'', e', (p, B + 2, B + 1, C, ry), (p, B, B, C, r?eo)). (6) 

Dans (6) on remplace 7r(7/)', e', (p, B+2, B+1, C, ??), (p, B, B, rjeo)) par sa définition en utilisant (p, B+2, B+1, () 
et cette définition dépend de la valeur de 77. Ainsi 

(6) = e < p| • • • , p| r';(^+2) X 7r(7A', e', (p, B, B, C, eo)) 

®^=±,r,'=±^(^', e', (p, B + 2, B + 2, C, 7/), (p, B + 1, B + 1, C, W), (p, B, B, C, r;eo)). (7) 
Quand on applique Jac^(^B+i} à (7), il n'y a pas de contribution des termes tels que 77' ^ eo et on obtient : 

e < p| 1^^, • • • , p| r'^(^+2) X 7t{^', e', (p, B, B, C, eo)) (8) 

® < p| l';^, • • • , p| r^;^ > x^(7A', e', (p, B + 2, B + 2, C, eo)). (9) 

Il est clair que (9) annule la contribution de Jacç(^B+i) appliqué à (5). On calcule Jacç(B+i) appliqué à (4) en 
utilisant 2 fois EU d'abord pour (p, B + 2, B + 2, C) puis pour (p, B + 1, B + 1, C) 

Jacç(B+i) JaCf(B+2)7r(V'', e', (p, B + 2, B + 2, C, eo)) = Jac^(s+i)7r(V'', e', (p, B + 1, B + 1, C, eo) = 

^(V',e',(p,B,B,C,eo). 





Et ainsi (8) annule Jacç(^B+i) appliqué à (4). Cela termine la preuve de ce cas. 

On fait maintenant le cas général qui est de même nature. On suppose donc que A > i? + 2 et on écrit : 

TTiiJ, e) = ®C€]B^A] (-1)-^"^ < p| l'^^, ■ • • , p| r'^^ > X Jac^(B+2),.. xc^^i^' ' e'' (P' AB + 2, C, eo)) (*c) 

7r{i^', e', (p, A,B + IX,V), (p. B, B, C, Tyeo)). 

On fixe C > S + 1 et on récrit {*c) en remplaçant 7r(-0',e', {p,A,B + 2,C, êq)) par sa définition, en utilisant 
(p,A,B + 2,C). D'où 

(-1)^"^ ©C'e]s+2,A] (-1)^-^' < P\ l'^^, • • • , Pl r'^^ > X 
Jocç(B+2),.. ,cc (^< Pl 1^^^+'^ , • • ■ , Pl r^^' > X Jacç(B+4),... e', (P, A,B + A, C, eo))) (te) 

(-1)-^-^ ®r,=± < ^1 |CB^ . . . ^ ^1 |-CC > ^ 

Jacç(B+2),.. ,cc^(^', e, (p, A,B + 3, C, ?7), {p,B + 2,B + 2, C, 7?eo)). (te) 
Dans les formules ci-dessus, JaC(^(B+2) se calcule aisément car on a supposé que C > B + 1 

(te) - (-1)^"^ ©C'e]B+2,A] (-1)^-^' < P\ 1'^^, • • • ,P| r'^^ > X 

Jacç(s+3),.. ,çc (^< Pl \'^^^+^\ ■■■ ,p\ \-'^^' > X Jacç(B+4),.. ,çc'7r(î/'', e', (p, ^,5 + 4, C, eo)) 
et quand on applique encore Jacçi^B+i) si C / B + 1 cela donne encore, pour C ^ B + 1 : 

Jacç(s+3),... ,çc (^< P\ \'^^, ■■■ ,P\ r'^^' > X Jac^(B+4)^... ,çc'7r(î/'', e', (p, ^, B + 4, C, eo)) 
Supposons que C > C, le terme correspondant au couple (C, C") se récrit : 

(_l)A-C(_i)A-C' < p| |CB^ . . . ^ ^1 |-ÇC > ^ < ^1 |Ci3^ . . . ^ ^1 |-CC' > ^ 

Jacç(B+3)^... ,çc'^acç(s+4),... ,çc"7r(î/'', e', (p, A,B + A, (, êq))- 
Supposons maintenant que C" < C, on vérifie que cela se récrit : 

(_l)A-C(_i)A-C' < p| |CB^ . . . ^ ^1 |-ÇC > ^ < ^1 |CB^ . . . ^ ^1 i-C(C'-l) > ^ 

J'acç(B+3),... ,c(C'-i),ç(C'+i),--- ,çc-'"acç(B+4),... ,çc'7i'(V'', e', (p, A, B + A, C, eo)) 

ce qui est encore : 

(_l)A-C(_i)A-C' < p| |CB^ . . . ^ ^1 |-CC > ^ < ^1 |ÇB^ . . . ^ ^1 i-C(C'-l) > ^ 

-'"acç(B+3),--- ,ç(C'-i)-'"acç(B+4),... ,çc7r(V'', e', (p, A,B + A, C, eo)). 

Si on remplace ci-dessus C par C et C" par C+1 on obtient l'opposé de la contribution du couple (C, C") trouvé 
précédemment ou encore le terme correspondant au couple (C, C") avec C">C>-B + fa une contribution 
opposée à celle du couple C' = C + 1<C = C'. En d'autre termes 

®C&]B+l,A]Ja'Cc{B+l){]c) = 

On applique Jac^(B+i) à (te) après avoir utilisé mi pour calculer JaC(^^B+2) - On suppose encore que C ^ B + 1 
et on trouve : 

^-C(B+l)(ty = (-1)^-^ ©.=± („i)[(A-B-l)/2]^A-B-l^A-B < ^1 |CB^ . . . , ^| |-CC > ^ 

•/acç(B+3),... .ccTrlV"', e', (p, A, B + 3, C, ??), (p, B, B, (, îyeo)). 



On récrit en utilisant {p, A, B + l, C) pour définir tt(tP' , e' , ■ ■ ■) qui intervient dans cette expression et on 
somme tout de suite sur 77. Cela donne : 

Jact^(B+3),-- xc^^ii^', e', {p, A,B + 3, (, 77), {p, B, B, r;eo) (10) 

©,=±,,,^±(-l)[(-4-S + l)/2],,A-B+l^A-B(_^)[(A-B)/2](^/)A-B(^)A-B-l 

7r(V'', e', (p, ^,5 + 2, C, v'), {p,B + l,B + 1, C, W), (p, B, B, rjeo)). (11) 
Comme (— l)[(^^^+i)/2] = _(_i)[('4--B-i)/2]^ gj-^ appliquant Jac^(B+i) à (10), on annule les contributions de 
Jacç(B+i)(tc pour tout C =/= B + l. On a ainsi montré que 

Jacç^B+iMi', e) = Jacç(B+i) (^(-l)-""^-' < p| l^^^, • • • , p| r«(^+i) > X7r(V'', e', (p, A,B + 2, C, êq)) (12) 

©^=±,^, = ±(~l)[(-4-B + l)/2]^A-B+l^A-i3(_^)[(A-B+2)/2](^/)A-B(,^)A-S-l 

7r(V^', e', (p, A, B + 2, C, ry'), (p, S + 1, S + 1, C, w'), (p, S, B, rjeo))^ . 

Comme dans le cas A = B+2, les seuls termes associées à 77, 7/ qui donne une contribution non nulle quand on ap- 
plique Jacç(^B+i) sont ceux pour lesquels 77' — eo (cf|ïïlpropriété 6) le signe est alors (— l)[(^~^+i)/2+[(^-s)/2] . 
particulier il ne dépend pas de 7/ et quand on somme sur 77 le Jac est < p\ |^^, ■ • ■ , p| |~?^ > XTr{ip' , e', (p, A, B + 
2, ^, eo)) au signe près que l'on vient d'écrire. On remarque que (— l)[(^~^+i)/2+[('4-s)/2] (+1) si {A — B) est 
pair et —1 sinon, c'est-à-dire qu'il vaut (— 1)"^"^. La contribution que l'on vient de trouver est donc l'opposée 
de (12), ce qui donne la nullité cherchée. 

Il reste à démontrer que JaCx.xT^iipj e) = pour tout a: G M. Grâce à ce que l'on a déjà démontré, le seul cas à 
considérer est x = (B. Et clairement, par l'hypothèse de récurrence pour tout 77 = ± 

JaCx^xTTitlj', e', (p, A,B + IX,V), (p, B, B, (, 7760)) = 

. Soit C e]B,A], on pose Se :=< p| P, - •• ,p| T'^'^ >. On a 

JacçBJacçi^B+i), -- ,cc7r(V'', e', (p, A,B + 2, Ç, eo) = Jacç(s+2),... ^cJac^BTrU^' , e', (p, A, B -|- 2, Ce, eo) = 

par la partie de 13.21 déià démontré. De plus Jac^B^c = et JclcçbxbSc — 0. Cela suffit pour obtenir 

JacQBXB i^c X Jacç(B+2), -- ,cc7i'(V'': e', (p, A, B + 2, (, eo))^ = 0. 

Cela termine la preuve. 

3.3 

Proposition : soit (p. A, B, C, eo) G Jord{'4), e) tel que A > B, alors JaC(^B,- - ,-ÇA7r(V', e) — iritp', e', (p, A — 
1,B + 1, eo). En particulier ceci est si A = B + 1 et eq = 

Soit C e]B, A] ; on pose ôc :=< p| l'^^, • ■ • , p| T^*^ > et Yc := Jac^(B+2),... ,cc7r(V^', e', (p, ^, B -I- 2, C, eo))- Et 
pour ?7 = ±, on pose := 7r(7/>', e', (p, A, i? + 1, C, ??), (p, -B, B, C, ?/eo))- 

On fixe C et on calcule d'abord JaC(^B,- - -c^i^c x Yc). Pour tout x G [C-B,— C^], Jac^S^ = et les 
calculs standard de module de Jacquet (cf. par exemple I5.t).3|l entraînent alors que ce Jac est la somme sur 
£ G [{B + 1), —A] de termes de la forme : 

Jact^B, -- xi^C X Jac^(£_i)^... ^ç^Yc 

011 le premier Jac n'intervient pas si ^ = iî + 1 et le deuxième n'intervient pas si ^ = —A. Pour tout y G 
[C{B + 2), C^] et tout y' G [({£ - 1), -C^], on a ({y - y') > {B + 2 ^ B) = 2. On a. donc : 

>/ac^(^-i),--- -ÇA^C JaC(;(B+2),---,c^>/aCf(£-i),--- -Cvl^(V'',e', {PiAB + 2, C,eo))- (1) 

Supposons que £ > — yl et montrons que (1) est nul. Grâce à 13.21 la non nullité de (1) nécessite qu'il existe 
(p. A', B', C) G Jord{i}') tel que C,' B' = C{t - 1). On rappelle que ^ - 1 G [B, ~A] ; le fait que o A est discret 



et que B' ^ B nécessairement, entraîne que |^ — 1| ^ [B, A\. On pose x = C,{i — 1) et on a sûrement que (1) se 
factorise par 

Jac^,.. ,-çs7r(V'', e', (p, A,B + 2, C, eo)). (2) 

Le lemme 13.41 que l'on démontrera ci-dessous appliqué à, y — —(B prouve la nullité de (2) et donc celle de 
(1). Remarquons d'autre part que si ^ = ~A, JacçB,--- ,-c,A=ç,iàc — sauf pour C = A ou cela vaut 1. Ainsi 
la contribution des termes ôc x Yc au calcul du module de Jacquet cherché provient uniquement du terme 
correspondant à C = A et ce terme donne 

-^acj(s+2),---,c^7r(V'',e', {p,A,B + 2,C,eo))- (3) 

On fixe maintenant 77 = ± et on démontre plus généralement, 

soit [ipi^ei) un couple de même type que en particulier -f/;! o A est supposé discret; on suppose qu'il 
existe Bi un demi-entier et un signe Ci tel que {p, Si, Si, Ci) £ Jord{ipi). Alors : 

JacjiBi,--- -CiSi7r(V'i,ei) = 0. 

On démontre cette assertion par récurrence ; elle est vraie pour les séries discrètes, elle est donc vraie pour les 
morphismes V'i qui sont élémentaires étant donné la façon que l'on a de les obtenir à partir des séries discrètes. 
On est donc ramené au cas oii il existe {p,A',B'X') G Jord{tpi) avec A' > B' . On utilise ce quadruplet 
pour donner la définition de 7r(-0i, ei) ; cette définition fait intervenir des Tr{'ilj[,e[, {p, A' , B' + 2, êq)) et des 
7r{ip'i,e'i,{p,A',B' + 1, C', V); (Pi ^'j -S'j Ci V^o)) vérifient les mêmes hypothèses que Pour pouvoir 

conclure par récurrence, il suffit de vérifier que JacQ^Bi, -- ,-CiBi commute aux inductions par des représentations 
de la forme < p\ \'^'^' , ■ ■ ■ , p| 1^'' > oià C" G]B', A'] et des opérations Jacç/(B'+2), -- ,C'A'- Cela a été vérifié dans 
12.3. fl D'oii l'assertion. 

Ainsi Jaci;B,--CAT^iip,e) = Jac^(B+2),... ,7r(V'', e', (p, A, B + 2, C, eo)) = 7r(-0', e', (p, ^ - 1, S + 1, C, cq)) grâce 
à l3.1l aDDhaué à (p, A,B + 2, eo). Il ne nous reste donc plus qu'à démontrer le lemme ci-dessous. 

3.4 

Le lemme ci-dessous est purement technique et p, tp, e sont fixés comme dans tout ce chapitre. En particulier 
■0 o A est discret. 

Lemme : Soit y un demi-entier relatif tel que pour tout {p, A' , B', Ç') e Jord{ip), \y\ ^ [B' , A']. Alors pour tout 
X tel que \x\ < \y\ avec x — y E Z, Jacx, -- ,yT^{'4', e) — 0. 

On le démontre par récurrence. On suppose d'abord que ip est élémentaire. L'hypothèse sur y dit simplement 
que pour tout bloc de Jordan de nécessairement de la forme {p,B',B'X') on a \y\ ^ B'. De plus on sait que 

< \y\- Il faut évidemment revenir à la définition ; on peut supposer, comme nous le ferons que 7r(î/', e) n'est pas 
cuspidale. On a alors montré qu'il existe C = ± et a G N avec a > 1 tels que {p, (a — 1)/2, (a — 1)/2, ( j) G Jord{'ip) 
et l'une des 2 situations ci-dessous est réalisée (on pose B :— {a ~ l)/2) : 

B >Oet {p,B-l,B-l, C) ^ Jordiip) (quelque soit C' = ±) ou B = 1/2 et e{p, B,B,() = + ] on note alors 
ipi le morphisme qui se déduit de ip en changeant le bloc de Jordan {p, B, B, () en {p, B — 1, B — 1, () et ei le 
morphisme qui se déduit naturellement de e et alors tt{iP, e) est l'unique sous-module irréductible de l'induite 
p\ X 7r(V'i,ei); 

sinon alors B > 1/2 et {p, B — 1, B — G Jord{ilj) avec e{p, B, B,(^) = £{p, B — 1, B — 1, et on note 
■01 le morphisme qui se déduit de ip en enlevant ces 2 blocs de Jordan et ei la restriction évidente de e. Alors, 
7T{tjj, e) est l'un des 2 sous-modules irréductibles de l'induite : 

<P|P,-- - iPir^^''-'' > X7r(V'i,ei). 
De plus, dans les 2 cas, B est tel que JaCzTr(tp, e) = pour tout z tel que \z\ < B. 

Revenons à la propriété que l'on cherche à montrer ; avec ce qui précède la nullité est claire si \x\ < B. On 
suppose donc que \x\ > B et on raisonne par l'absurde en supposant que Jac^.-.. .j^7r('0, e) 7^ 0. Dans le premier 
cas, on a soit Jacx, -- ,j^7r(-0i, ei) ^ soit il existe xi G [x, y] tel que |a::i| — B et JaCx,---xi+-y.xi-'y.---yT^{''Pi, ei) 7^ 0, 
ovi 7 = 1 si le segment [x,y] est décroissant et —I sinon. Cela entraîne encore JaCa;j_^_... _j,7r(0i, ei) 7^ 0. On a 
encore \xi — 7I < \y\ et toutes les hypothèses de l'énoncé vérifiées. On obtient alors le résultat par récurrence. 
Le deuxième cas se traite de la même façon; on montre encore que si JaCx,--- ,yi^{fp,^) ^ 0, il existe x' avec 
W\ < \y\ tel que [x',y] soit un sous-intervalle de [x,y] et tel que nécessairement JaCx',---yTT{ipi,ei) ^ fcf. If .2(1 . 
Cela permet de conclure. 

On fait maintenant le cas général; on retraduit l'hypothèse, pour tout (p, a) bloc de Jordan de -0 ° A, 
\y\ ^ {a — l)/2. Pour terminer la preuve, il faut considérer le cas oîi dans Jord^ip) se trouve {p, A, B,(^) avec 



A > B. Et on suppose que JaCx,--- ,yTT{ip, e) ^ 0. On revient à la définition de 7r('0, e) avec les notations, pour 
C G]i3,v4], ôc,Yc de la preuve de 13.31 ainsi que Xf^ pour r] = ±. Comme les morphismes qui interviennent dans 
la définition de on la même restriction à la diagonale de SL(2,<C) que ip^ on a tout de suite par récurrence 
que pour tout r/ — ±, JaCx, -- ^yX^ = 0. Fixons maintenant C e]-B, A] et on calcule JaCx, -- ,y{5c x Xc) par les 
formules standard : cet élément est combinaison linéaire d'éléments indexés par un découpage de l'intervalle 
[x,y\ en trois sous-esembles (dont certains peuvent être vides, notés Fi,_F2,^3 et tel que JaCxçPiSc ¥^ 0, 
JaCx(£F2^c 7^ et JaCxeFsYc ^ 0. Fixons un tel découpage en supposant que le terme correspondant n'est pas 
0. Montrons que y & F^; s'il n'en était pas ainsi, on aurait soit \y\ G [B,C], ce qui est exclu par hypothèse, 
soit \y\ < B. Si cette dernière condition est satisfait tous les points du segment [x,y] sont de valeur absolue 
strictement inférieur à S et il en est donc de même des éléments de Fi et des éléments de F2 ; or Fi s'il n'est 
pas vide contient C_B qui ne vérifie pas cette condition et F2 s'il n'est pas vide contient ÇA qui ne vérifie pas 
non plus cette conditions. Ainsi, on a abouti à une contradiction qui prouve que y S F3. On a alors remarqué 
qu'il existe x' G [x, y] tel que JaCx' ^■■■yYc ^ 0. En revenant à la définition, on a donc : 

Jact^{B+2),---XC,x',---,yT^{ip',<^', {p,A,B + 2,C,eo)) ^ 0. 

On a soit \y\ < B soit \y\ > C. Dans le premier cas, on a : 

Jact;(B+2),--- xc,x',--- ,î/7r(V'', e', (p, A,B + 2, C, êq)) = Jact^{B+2),--- xcJaCx',-yTr{ip\ e', {p, A,B + 2, C, ep)) = 

par l'hypothèse de récurrence. Dans le 2e cas y est soit l'élément maximal soit l'élément minimal de l'ensemble 
[({B + 2)XC] U [x',y] et il existe donc x" dans cet ensemble tel que [x",y] soit un segment (croissant ou 
décroissant) et 

JaCx",..yTT{'iP', e', {p, A,B + 2, C, êo)) 7^ 0. 

Le point est de remarque que |a;"| < \y\ mais cela vient de ce que |y| est maximal dans l'ensemble [{B + 2), C] U 
[|a;'|, \y\]. Cela termine la preuve. 

4 Caractérisation de 7r(?/',e) comme représentation 

Dans tout ce paragraphe on suppose que ip o A est discret. Et le but de ce paragraphe est de démontrer que 
les éléments TT{ip,e) a priori définis dans le groupe de Grothendieck sont en fait une somme de représentations 
irréductibles toutes inéquivalentes. On utilise la notation suivante : soit Y une représentation semi-simple et 
soit S une représentation irréductible d'un groupe GL, on note < ô,Y > \e socle de l'induite ô x Y. On énonce 
ici les résultats que l'on démontrera en|Sl 

4.1 Description par récurrence 

Théorème : L'élément 7r(-0, e) du groupe de Grothendieck est une représentation dont la description se fait 
par récurrence ainsi; on fixe {p, a, b) G Jord{ip) tel que inf{a, h) > 2. 
Dans le cas où inf(a, b) — 2 et e{p, a,b) = — la définition suffit 

7r(V', e) = ®jj=±tt{iP', e', {p, a + Ca.bl, b - Ca,bl, v), {p,a-'l,b- 1, -77)). 

Supposons que inf{a, b) = 2 et que e{p, a, b) — +, alors 

ni^, e) p\ . . . , p| |-C.,.((a+b)/2-i) >^ ^(^/^ > _ 

Supposons que inf(a, b) est impair 
iri^, e) =« p\ ■■■,p\ \~UAia+b)/2-i) ^^j^^ _ ^^^^2, a),tnf{b + Ca,b2, 6), e(p, a, b))) > 

e', Uc.<El\a-b\+i.a+b^i]M sup{C,a.ba, 1) , sîip(-Ca,ba, 1), e(p, a, 6)(-l)("-l"-''l-i)/2))^ 
Supposons que inf{a, b) est pair si e / ( — l)»"/(<ï.*)/2^ alors 

iri^P, e) =« p\ |(«-^)/^ • • • , p| |-C.,.((a+f)/2-i) >^ ^(^'^ „ „ ^^_^2), infib, b + (a,b2), e(p, a, 6))) 

si e(p, a, b) — (— aiors à la représentation ci-dessus, il faut ajouter 

®»)=±7r(V'', e', Uael\a-b\+iM+b-i]2{p, sup{(a,ba, 1), SMp(-Ca,6a, 1), (-l)^""'""'''"^^^^??))). 
De façon assez concise, en utilsant les notations de 12.21 le théorème ci-dessus se récrit. 



soit {p,A,BX) & Jord{ip) avec A > B, on note comme ci-dessus le couple qui se déduit de tp^e en 

enlevant le quadruplet (p, A, B, C) et avec la notation eg A, B, C) : 

nii:, e) =« p| |«^, • • • , p| > XTTiij', e', (p, ^ - 1, S + 1, C, eo)) > 

si A = B + 1 ce terme n'apparaît que si e{p, A, B,() ^ + et vaut le socle de l'induite avec 77(1/)', e') 

®i, = ±;eo=^A^B + l(_l)(A-B + l)(A-B)/27r(?/'', c' , Uce[B,A]iPl C*, C, (, (-1)^ T])) . 

La somme dans ce dernier terme contient un terme si A — B est pair, il en contient si A — B est impair avec 
ÊQ 7^ (— l)(^^^+i)/2 g( 2 dans le cas restant. On appelle cette somme les termes complémentaires. 

4.2 Description en tant que représentations 

Dans cette section on tire quelques conséquences du théorème permettant de mieux cerner la représentation 
7r(-0, e) ; on pourra appliquer ces propriétés par récurrence. On utilise le langage de \2.2\ les formules étant plus 
simples bien qu'à mon avis moins conceptuelles. 

Théorème : Soit (p, A, B, (, cq) g Jord{tp, e) tel que A > B. Alors tt{^, e) ~ 

®£e[0,[(A-S)/2]],r,=±;eo=.)-*-« + ince[B+«,A-«l(-l)'^' 

,p|r«-4) >,••• ,<p||«(^+^),--. ,p|rÇ(^-^)) >,^(^',e',Uce[B+£,A-.](p,C,C,C,ry(-l)[^I))) >; 

il n'y a pas d'induction pour £ ^ Q et pour l = \{A — B + l)/2] avec A — B impair il n'y a pas de U . 

On remarque que si A — B + l est impair la somme sur rj contient exactement un terme quelque soit £, par 
contre si A — _B + 1 est pair, la somme est, suivant les valeurs de i pour êq fixe, soit vide soit contient 2 termes 
(il y a alternance) . 

C'est une application répétée du théorème. 

4.3 Sans multiplicité 

Proposition : la représentation 7r(-0, e) est sans multiplicité toujours sous l'hypothèse que ?/) o A est discret. 

La proposition est trivialement vraie si ip est élémentaire car alors Tr^tp, e) est irréductible. Avec la récurrence 
que l'on a mise en place ici, nous allons montrer que cette proposition est conséquence du théorème 14. Il Pour 
cela, nous allons reformuler ce théorème. On reprend les notations de 12.21 et on fixe {p,A,B,() G Jord{4>) 
en supposant que A > B. On note Irr{n{ijj, e) l'ensemble des représentations irréductibles constituant n{%p, e) 
comptées avec multiplicité et on généralise cette notation à tous les couples (-0", e") de même nature que ijj, e. 
Pour 77 = ±, on note ipr], f--q le couple qui se déduit de ■0, e en enlevant (p. A, B, Ç) et en ajoutant les quadruplets 
{p,C,CX) pour C e [B,A] en prolongeant e par e^{p,C,CX) ~ ("1)*"^ pour tout C G [-8,^] et ce qui 
n'est défini, par hypothèse, que si eo — (IlcelB Avec cette notation, le théorème de 14.11 

dit que Irr{TT{tp,e)) est l'union des /rr(7r(V'^, e,,)) (pour les r] convenables) avec l'ensemble des sous-modules 
irréductibles de l'induite < p| p, ■ • ■ , p| 1"^^ > X7r(V', e',{p,A-l,B + 1, C, e(p, A, B, C))- 
Montrons d'abord plus précisément que 

l'application JacçB, -- ,-CA induit une bijection de Irr^TT^ip, e)) — U,,=±/rr(7r(0^, e,,)) sur Irr{Tr{tp' ,e' , {p, A — 
1,5 + 1, Ç, e{p, A, B, C))). Et que de plus JacçB, -- ,-ÇA annule U^=±/rr(7r(-0^, e^)). 

On a montré dans la preuve de 13.31 que JacçB.- - ,-çb annule U,,=±/rr(7r(i/'^, e^)) ; il en est donc de même à 
fortiori de Jac^B,- - .-(A- D'oii la deuxième propriété de l'assertion. 

Montrons la bijection annoncée; par définition du socle pour tout X G /rr(7r(0, e)) — U,j=±/rr(7r(i/'^, e^)), 
JaC(^B,- - ,-caX ^ 0. Et même il existe un élément Y G /rr(7r('0', e', {p,A— 1,B + 1, ^, e(p. A, B, ())) tel que 

X^<p|p,... ,p||-Ç^> xF. (1) 

On note ay l'induite du membre de droite de (1). On va démontrer que JacQB, -- ,-cao'y = Y ce qui sufiira, car 
alors a n'a qu'un unique sous-module irréductible nécessairement X et l'application qui à Y associe l'unique 
sous-module de ay est l'inverse de la bijection annoncée. 

Les formules standard pour calculer les modules de Jacquet montrent que si l'assertion cherchée n'est pas 
vraie, il existe x G [QB, —C,A\ tel que Jac^.... ^-qaY 7^ 0. On aurait alors aussi 



Jac,,.. ,-çA^(i^', e', (p, A - 1, B + 1, C, e(p, A, B, 0) ^ 0, 



ce qui est exclu par 13.41 puisque A ^ [B' , A'] pour tout (p, A' , B', (') E Jord{tp') par l'hypothcsc t/j o A discret. 

L'hypothèse de récurrence assure qu'un X de Irr{TT{'ip, e)) — U,,/rr(7r(?/'^, e^)) intervient sans multiphcité dans 
Irr{'ïï{il), e)). On sait aussi que chaque ensemble Irr{Tr{'ipn, e,,) est sans multiplicité mais il faut encore démontrer 
quand 2 valeurs de 77 sont possibles que /rr(7r(V'+, e+)) H Irr{iT{ip-, e_)) = 0. 

Montrons l'assertion suivante par récurrence ; soit '0 comme ci-dessus et D un entier positif ou nul tel qu'il 
existe un signe (" avec {p,C,CX") & Jord{'ip) et soit pour i = 1,2 des applications de Jord{il}) dans {±1} 
telles que ei{p,D,D, C") ^ £2 (p, C")- Alors 

Irr{'K{ip, ei)) n Irr{'!T{ip, 62)) — 0. 

On démontre cela par récurrence, si est élémentaire cela résulte de ce que l'application qui à e associe 7r(V', e) 
est injective et à valeurs dans l'ensemble des représentations irréductibles. Si ip n'est pas élémentaire, on utilise 
14. Il comme on l'a fait ci-dessus en remarquant que l'hypothèse sur (p, D, D, (") perdure. Cela termine la preuve 
de la proposition. 

4.4 Un cas de présentation par récurrence simple 

On garde les notations, iJj'té' qui se déduit de 7/1,6 en enlevant le bloc de Jordan fixé {p,A,B,(^,eo). On 
suppose que i? > 1 et que (p, A — l, B — ^ Jord(ip) et on note ip- le morphisme qui se déduit de tp, e en 
remplaçant le bloc (p. A, B, Ç, eo) par {p, A — 1, B — 1, C, eo). On suppose que ip- o A est encore discret. Cela se 
traduit aussi par le fait que pour tout quadruplet (p. A', B' , Ç') e Jord{ip), on a, A' B — 1. 

Proposition : Soit ip, e et {p, A, B, C) G Jord{ip) vérifiant les hypothèses ci-dessus. Alors 
tt{^, e) =« pI • ■ • , p| >, ^(V', e', {p,A-l,B- 1, C, eo)) > • 

On démontre cette proposition est conséquence de l4.1l Et on démontre cela par récurrence pour pouvoir l'utiliser 
dans les raisonnements par récurrence. On va en fait démontrer quelque chose de plus précis que l'énoncé. On 
note Irr{TT{'ip,e)) l'ensemble des sous-modules irréductibles de TT{tp,e); on garde la notation ip-,e- pour le 
couple qui se déduit de ip,e en changeant {p,A,BX,eo) en {P:^ — — l,eo); on définit donc de façon 
analogue Irr{T:{ip_, e_). On va démontrer que 

l'application JacçB,- - ,c,A induit une bijection entre Irr{TT{ip, e)) et Irr[T:[ip^,eJ)), l'application inverse étant 

y H^«p| ■• ,p|if'4 > xF > . 

Dans ces conditions, ce qu'il faut démontrer et que pour tout X G Irr{Tr{ïp,e)), Jac^B. - QAX ^ et que pour 
touty G/rr(7r(V'-,e-), Jaccs,.. ,ca(< p| |«^, • • • ,p||'^-^> xY) = Y. 

Montrons la première partie, c'est-à-dire soit X G Irr{n{^p, e)) et montrons que JacçB, -- x^-^ ^ 0. S'il existe 
{p',A',B'X') G Jord{tp) — {{p,A,B,Q} avec A' > B', on démontre le résultat par récurrence en utilisant 14.11 
pour (p'. A', B', (') au lieu de (p, A, B, (). On suppose donc que pour tout (p, A', B' , (') différent de (p, A, B, (), 
on a, A' = B' . Ainsi si ^ = S, on est ramené au cas élémentaire et le résultat résulte des constructions (cf. |51 
propriétés). On suppose donc que A> B. Soit X G Irr{'ïï{tp,e)). On suppose d'abord que X intervient dans 
le terme complémentaire de 14.11 : on est alors ramené au cas de morphismes élémentaires et l'on a, pour toute 
collection de signe ec indexée par C e[B,A\ : 

^(7/', e', \Jce[B,A] (p, C, C, C, ec)- p| |'^^ x • • • x p| x 7r(V/, e', \Jce[B,A] (p, C - 1, C - 1, C, ec)). 

Et X est le terme de gauche pour un bon choix de e?. D'oià la non nullité annoncée. On considère finalement le 
cas 011 X est un sous-module irréductible de l'induite 

< Pl l^"", ■ • ■ , Pl > X7r(V'', e', (p, A - 1, B + 1, C, eo)). 

On fixe X' un sous-module irréductible de 7r(7/;', e', (p, A — \,B + 1,C, eg)) telle que l'inclusion ci-dessus se 
factorise par X' et on applique la proposition à X' en utilisant (p, A — 1, i? + 1, C). On note alors X" tel que 
Jacç(B+i).- - .ç(A-i)-^' ^" d'oii aussi 

x'=«p||';(^-i),...,p||Ç(^-i)>,x">. 

Avec des résultats standard, on sait que 

<p\r.---,p\ \-^^ p| 1^-^ X < p| . . . , p| > xpl \-^\ 



On en déduit 



p\ l'^'^x < p\ 1^(^-1), . . . ,p| > X < p| 1^(^-1), . . . ,p| r';(^-i) > xp\ \-^^ X X". 

Le point est de démontrer que l'hypothèse entraîne que l'induite p\ j"''"^ x X" est irréductible. Cela est équivalent 
à démontrer que l'induite p\ \~'^^ x X" est isomorphe à l'induite p\ \'^^ x X" (chacune des induites à un unique 
sous-module irréductible car Jac±AX" = 0). On le sait dans le cas oii X" est de la forme 7r(?,?) où (?,?) est 
un morphisme élémentaire car (p, 2A — 1) n'est pas un bloc de Jordan au sens ordinaire de ce morphisme, par 
hypothèse. Et on se ramène à ce cas, en utilisant 14.21 Ayant cela, on revient aux inclusions ci-dessus : 

x^pi|ÇSx <p||C(^-i),... > X <p||Ç(^-i),... ,pir';(-4-i) > xpw-^^xx"^ 

pII^^x <p||«(^-i),... > X <p||«(^-i),... ,p|r«(-4-i) > xpW^^xX"^ 

p||Ç^x <p||«(^-i),... > xp||«-4x <p||C(^-i),... ,p|r«(-4-i) > xX". 

Et cela donne Jact^B,- - ,caX ^ comme annoncé. Comme on sait que Jac^X — pour tout x Ç:]ÇB,ÇA], il 
existe donc Y une représentation irréductible et une inclusion X >< p||^^,-- - ip]]^'^ > xY ; comme en plus 
JucçbxbX = 0, on a certainement Jac^Y — pour tout x G [C_B,Cy4] d'oii aisément JacçB.- - = Y. Ceci 
termine la preuve. 

Nous utiliserons cette proposition en particulier dans le cas suivant : ip, e est fixé avec (p, A, B, Ç, éq) g Jordiip, e) 
tel que A > B + l. On remarque que dans le corollaire le groupe qui intervient est de rang strictement plus 
petit que G. On peut donc appliquer le corollaire sans problème dans les démonstrations par récurrence comme 
nous les faisons ici. 

Corollaire : Pour tout C e]B + 1,A], Jacc_(B+2),- xC^ii^' , e', (p, ^,5-1-2, C, eo)) = 

« p\ • • • , p| 1^-^ >, ^(^', e', (p, ^ - 1, S + 1, C, eo)) > . 

La proposition précédente s'applique pour donner : 

7r(V'', e', (p, A,B^2, C, êq)) =« p\ 1'^^''+'^ , • • ■ , p| >, ^(V^', e', (p, ^ - 1, B + 1, C, êq)) > ■ 
Et le corollaire s'en déduit par un calcul de module de Jacquet. 

4.5 Propriété d'injectivite 

Pour i = 1,2 fixons des couples {tpi, e^) et supposons que ipioA = ■02°A =: ipA- Dans ces conditions CentLQtpi 
pour i = 1,2 sont des sous-groupes de CentLQ^ij;/^) ; cela a donc un sens de considérer leur intersection. On 
suppose encore ici que -0 o A est discret et ici de façon déterminante on suppose que l'application qui à un 
caractère e du groupe CentLQ{tp o A) associe la série discrète ■K{tp o A, e) est injective. On a aussi besoin de la 
même assertion pour tous les morphismes (j)' de Wf x SL{2,C) dans le L groupe d'un groupe de même type 
que G tel que Jord{4>') C Jord{il) o A). 

Proposition : avec les notations et hypothèses ci-dessus, supposons que la restriction de ei à CentLQ{tpi) n 
CentLQ{4!2) ne coïncide pas avec la restriction de €2 à ce même groupe. Alors Irr{'!T{ipi , ei)) n/rr(7r(-!/)2, £2)) — 0. 

Avant de démontrer cette proposition, on va exprimer en termes combinatoires le fait que ipi o A — ip2 o A ; 
avec les notations de 12.21 cela dit exactement que pour tout p, on a l'égalité ensembliste Uai,Bi[Bi, Ai] = 
UA2.S2 [-^2, ^2] où Ai,Bi pour i — 1,2 parcourent l'ensemble des couples tels qu'il existe un signe ( vérifiant 
{p,À„B„C) G Jordiij,). 

On démontre cette proposition en admettant 14.11 par récurrence d'abord sur le rang du groupe puis sur 
"ï^ip A B Q^Jordi-4iiuJord{i!2 ^ ~ nombre est nul, les 2 morphismes ipi et ip2 sont élémentaires mais 

ils ne coïncident pas forcément. Toutefois, les centralisateurs de ipij de ■02 et de tpA coïncident. On peut donc 
dire que ei €2- On a rappelé en|Sl la définition des nombres Qp^^-^^i, bp^^-^et et des signes Cp,ipi,ei, pour z = 1, 2. 
Ces définitions se voient sur les modules de Jacquet, donc si il n'y a pas identité entre les valeurs pour i — 1 
et celles pour z = 2, il est immédiat que les représentations correspondantes sont différentes. Pour simplifier 
l'écriture, on note ces nombres, a, b et le signe C. Si a > 6 + 2, Jaci^(^a-i)/2''^ipi,ti est de la forme 7r(?/;^, oii l'on 
a simplement remplacé le bloc (p, (a — l)/2, (a — l)/2, C, ei(a)) par (p, (a — 3)/2, (a — 3)/2, C, ei(a). On obtient 
alors le résultat par récurrence. Si a = 6 + 2, on définit -0^, en enlevant les 2 blocs (p, (a — l)/2, (a — l)/2, Ç) 
et (p, (6-l)/2,(6-l)/2,C). 



On remarque que l'hypothèse ei ^ €2 entraîne que soit e'^ ^ e'j soit que a = 3, 6 = 1 et ei(/0, 3) ^ ^2{p, 3) ; en 
effet dans le cas 011 a est pair la valeur de sur (p, a) est précisément (— et est donc indépendante de 
i. Si a est impair, on a nécessairement 6 > 1 avec nos hypothèses et ei(/c, a) = ei(p, 1)(— 1)^°"^^''^. Ainsi ei(yO, a) 
n'est déterminé par e[ que si (p, 1) G Jord{ip[) c'est-à-dire 6 > 1. 

Si e'i 7^ e'2 on obtient le résultat par récurrence en remarquant que JacQ(^a-i)/2,--- ,-c{b-i)/2''^{.'4'iT^i) = 
7r(-0^,e^). Dans le cas restant, on suppose pour avoir quelque chose à démontrer que iT{il)'i,e'i) = 77(^/12, £2). 
On commence par vérifier que cela entraîne que V'i = ! sait que pour tout (p, a) G Jord{il^A) avec a > 3, 
il existe pour i = 1,2 un signe (a,i tel que (p, a, Cq.ï) G Jord{'ip'j) et le point est de démontrer que C,a^i = Cq,2 
pour tout a. Cela se fait avec les modules de Jacquet, considérons d'abord ao l'élément minimal ; on a, pour 
i = 1,2 : 

•^ac^„o..(ao-i)/27r(V'î, = '^(V'-', e"), 
oîi V'" s'obtient simplement en remplaçant {p, ao) par [p, ao — 2) sans rien changer aux signes et 

•^ac_ç„^_.(ao-i)/27r(V'î,eO = 0. 

Cela entraîne déjà Cao,i — Ccïo-2 ! P^is on recommence avec l'élément minimal de Jordp{^p'/) — {ao — 2} et avec 
Trlip'/ , e") qui donne le même type de relations. 

Maintenant que l'on sait que ip'i = "021 * aussi ipi = '02 et on connaît l'injectivité de l'application 
e I— > 77(0, e). Cela termine la preuve du début de la récurrence. 

On suppose donc que soit Tpi soit "02 n'est plus élémentaire et on fixe B un entier minimum avec la propriété 
qu'il existe un entier A et un signe ^ tel que A > B et (p, A, B, C) G Jord{ijji) pour une valeur de i au moins. Si 
î = 1 et i = 2 sont possibles alors A est maximal pour le choix de i fait et par symétrie on peut supposer que 
i — 1. Supposons qu'il existe X G Irr{ij}{ipi, ei)) pour ï = 1, 2. On applique 14. Il à 0i, ei en utilisant (p. A, B, Ç). 
Si JacçB.- - .~caX — 0, on sait qu'il existe 77 = ± (avec les notations déjà introduites) tel que X G IrrijT^ipri, e^). 
On vérifie que CentLQ^ipri) contient CentLQ(jpi) et on vérifie que la restriction de à CentLQ^'tpi) n'est autre 
que ei (c'est même comme cela qu'on a construit 77). On obtient le résultat cherché par récurrence, en remplaçant 
■01, ei par 0r;, e,;. On suppose donc que 

JacçB,-,-CAX -.^Y^O. 

En particulier JacçBX ^ 0. D'après 13.21 appliqué à %p2, on sait qu'il existe A2 un entier tel que (p,A2,B,Ç) G 
Jord{'ip2)- Il n'y a aucune raison pour que A2 — A. On pose maintenant A = Ai. On vérifie comme en l3.3l que 
la non nullité de JacçB. entraîne que A2 > B. D'après [4.11 précisé en on sait que pour i — 1,2 : 

JacçB,-,-CA,X =: Xi,, G /rr(7r(V'-, e^p. A, - 1,5, + 1, C, e»(p, A, S)). 

Si Al = A2, on obtient le résultat par récurrence puisque les hypothèses sont encore vérifiées pour les morphismes 
intervenant dans le terme de droite ci-dessus. 

Supposons donc que Ai ^ A2. On note A^ax le plus grand entier tel que pour tout C G [B, Amax] (p, 2C+1) G 
Jord^ip^). On a nécessairement A^ax ^A;le calcul de Jord{ipA) en fonction de JordÇipi) et la maximalité de 
Amax, assurent que pour i = 1,2, il existe un découpage en sous- intervalles [B^,A^] où fc G [l,Ni\ avec Ni un 
entier tel que [S,^, A^] = [B, Ai] et pour tout k G [1, Ni], il existe un signe (k,i tel que (p, Af,B^, (k,i) 6 Jord[tpi). 
En particulier Ç^i^i — C, pour i = 1, 2. On note encore Aq le plus petit entier tel qu'il existe pour i = 1, 2 un entier 
ki < Ni tel que ^0 = ^fci = ^fc2 ! comme ces égalités sont vérifiées pour Amax, un tel entier existe. Toujours 
pour i = 1,2, on noter 0°,e° le couple qui se déduit de en enlevant les blocs {p, A^, Bf ,Ç.j^i) de Jord{ipi)- 

On peut apphquer la proposition 14.41 à 7r(0-,e-, {p,Ai — l,Bi + l,(,ei{p,Ai,B) en utilisant {p, Af , Bf , (2,i) 
pour calculer Jac^^ iS^, -- .^2 iA^-^i,i, P^is de proche en proche pour calculer : 

■-^'^'^C2,iBf, • • ■ 1 C2aAf, ■ ■ ■ , C,ki,iB^% ■ ■ ■ , Ck.aA^'Xi^i — Yi 

G /rr(^(V;^ e°, (p, A - 1, -f 1, e,{p, A„ B,C)),i^,e%kM ^-^^Bj-l, Q.„t,{p, Al,BlQ.))- (1) 
Montrons que pour i = 1, 2 et pour tout j G [2, ki], Q^i — — ^. En effet, s'il n'en est pas ainsi, on fixe j minimum 
avec cette propriété, d'oii Cj.i = C et les propriétés standard de ll.2l fl). montrent que la non nullité ci-dessus 
entraîne a fortiori la non nullité de Jac^ ^jXi^i et en revenant encore à la définition de Xu la non nullité de 

JaCçgjX (ici on utilise le fait que Bf > Ai > Bi, d'où Bj — Bi > 1). Ainsi, en posant i' {1, 2} — {i}, il existe 
A' tel que (p, Bj, A! , C) G Jord{ilJi') d'après Ainsi il existe j' < ki' tel que Bf = Bj, . D'oii encore : 

A>-'=Bi-l = Bl -1=4-'<A', 

ce qui contredit la minimalité de A". Mais alors ainsi Yi ne dépend pas de i, on le note Y On remarque que ei 
pour î = 1, 2 sont uniquement déterminés par le caractère intervenant dans le membre de droite de (1) donc ces 
caractères ne coïncident pas sur l'intersection des commutants et on obtient une contradiction par la récurrence 
appliquée à Y. Cela termine la preuve. 



5 Preuve de la caractérisation comme représentation 



5.1 Quelques notations 

On appelle constituant irréductible de 7r(?/;, e) une représentation irréductible qui intervient avec un coefficient 
non nul dans l'élément 7r(-0,e) vu dans le groupe de Grothendieck. On fixe {p,A,B,(,^o) £ Jord{^,e) avec 
A > B. Nécessairement n est un sous-quotient irréductible de l'une des représentations suivantes : 

3Ce]B,A], Xc-.^ScxYc 

où 6c =< p| 1^-^, • • • , P\ r'''^ > et Yc := JaC(:{B+2).--- ,cc7r(?A', e', {p, A,B + 2, éq)) oià il n'y a pas de Jac pour 
C = B + 1 soit 

377 e {±1}, X„ ^(V-', e', (p, A S + 1, (, r;), (p, S, C, r;eo)). 

On démontre le théorème en l'admettant par récurrence pour les représentations 7r('0", e") telles que soit le rang 
du groupe correspondant est plus petit que le rang de G soit on a égalité et J2{p" A" b" c")eJord{ti:") ^" ~ ^" < 

^{p\A' ,B' ,C')eJord{ip) ^ ~ ^' ■ 

On remarque que par 14. 21 les représentations Xc et sont connues par récurrence. 



5.2 Propriétés des modules de Jacquet 

Proposition : Soit a; G R et soit tt un constituant irréductible de 7r('(/;, e) aiors Jacxî^ = sauf s'il existe 
{p, A, B, C) G Jordp{'ip) tel que x = (B. De plus JaCx,xT^ = pour tout x 

La proposition est vraie si ip est élémentaire au sens de (cf propriétés de loc.cit.). On la démontre par 
récurrence. On reprend les notations de 15. Il et comme dans la preuve de|31 on vérifie que les seules valeurs de x 
qui ne satisfont pas directement à la conclusion de la proposition sont, pour le p de l5.ll 

x = CC,Ce [B,A]. 

Considérons d'abord le cas oii x = C,B ; il faut ici démontrer que Juc^b^bt^ = 0. Avec 15. il il suffit de démontrer 
cela pour Xc et pour (avec les notations de loc.cit.) ; pour X^i cela se fait par récurrence et pour Xc cela a 
été fait dans la preuve de |3| 

Soit X = ce* pour C ^]B, A], en particulier ce 7^ et on montre d'abord que : 

pour tout constituant tt de Tr{')p, e), Jacx^x^^ — Q et soit JaCxTT — soit JaCxTT est irréductible et dans ce dernier 
cas, l'induite p\\^ x tt a un unique sous-module irréductible qui est alors n. 

En effet soit n un constituant irréductible de tt{iP, e) et montrons que Jacx,xT^ — ; pour cela, on fixe, comme en 
soit C e]B,A] soit 77 tel que TT soit un sous-quotient irréductible de Xc ou X^. Et il suffit donc de démontrer 
que JaCx^xXc = pour tout C comme ci-dessus et Jacx^x^ri = pour r/ — ±. On va le faire en détail pour 
X = ({B + 1) qui est le cas le plus difficile. Fixons d'abord 77 = ±, on a écrit en l4.1l une description explicite des 
constituants de X,^ : l'un des termes (non irréductible en général) est < a,Y > où a =< p\ • • • , p| > 

et 

Y = 7r(7A', e', ip,A-l,B + 2, 7,), {p, B, B, C, r?eo)). 

Les autres termes sont de la forme 7r(7/'', e', U/jgjs.A] (p, -D, Z), C, (— 1)'^' A), (p, B, B, C, '7eo)), oià A est un signe 
convenable. On montre que pour ces derniers termes Jac^(s+i),ç(_B+i) = par exemple par récurrence. Pour le 
terme < cr, 1" >, on a par la proposition appliquée par récurrence Jacç(^B+i)Y = 0. Or on a aussi Jaci^(^B+i)'^* = 
pour un tel a et il suffit donc de remarquer que JacQ(^B+i)x(B+i)0' = ce qui résulte des résultats de Zelevinski. 
Cela prouve notre assertion pour les constitutants de X^. 

Revenons donc à C mais pour le moment, on suppose que C £\B+l, A] ; ici on a JaC(^^B+i)^C = Jo,C(^(b+i)^c ~ 
; c'est l'hypothèse C > B + 1. On sait 14.41 corollaire que 

Yc =« p\ • • ■ , p| 1^ >,7t{^P', e', ip,A-l,B + 1, C, eo)) > . 

Donc l'hypothèse j > 1 assure que JacQ^B+i)X(B+i)Yc se calcule en fonction de Jacç(^B+i)xiB+i)T^{'4'' , ^' , (p. A — 
1,5-1- 1, Êo)) qui est nul par récurrence. 

Reste le cas C = _B + 1, ici on vérifie que JaC(^{B+i)Yc=B+i = : en effet Yb+i = TT{^p\e' , {p, A, B + 
2, e(/5, a, b))). D'où notre assertion en utilisant l'hypothèse de récurrence. Ensuite il n'y a plus qu'à vérifier que 
Jac^(B+i) < p\\^,--- ,p\\-'^^^+^'> >= et Jacç(^B+i)x{B+i) < p| l'^'^, • • • , p| |"'^^^+^^ >*= 0. Cela termine la 
preuve de l'assertion JaCx,x{T^) = 0. 



Soit maintenant tt un constituant irréductible de tt{iP, e) tel que JaCxTT ^ 0. Pour un bon choix de représentation 
irréductible X, on a une inclusion, par réciprocité de Frobenius : tt ^ p| |^ x Xet puisque JaCx,xT^ = 0, 
nécessairement JaCxX = 0. On calcule Jacx de l'induite de droite et on trouve que cela vaut X ; ici on a utilisé 
la non nullité de x. On a ainsi montré toutes nos assertions. 

On a démontré en 13.21 pour les valeurs de x écrites ci-dessus, Jacx'n'{ip, e) = et on vient de montrer que pour 
TT et tt' des constituants irréductibles de 7r(-0, e) s'il y a une intersection (dans le groupe de Grothendieck) entre 
JaCxTT et JaCxfr' alors ces représentations qui sont irréductibles coïncident et que tt ~ tt' en tant qu'unique 
sous-module irréductible de l'induite p\ \^ x Jacxn. Il est donc clair qu'il ne peut pas y avoir de simplifications et 
qu'aucun constituant irréductible de Tr^ip, e) ne vérifie JaCx pour ces valeurs de x. Cela termine la preuve. 

5.3 Début de la preuve 

5.3.1 Hypothèses pour cette sous-section 

La démonstration se fait par récurrence puisqu'il n'y a rien à démontrer dans le cas oii pour tout (p, A, B, Q g 
Jord{t}j), A = B. Elle est fastidieuse et technique, le lecteur comprendra certainement que ce que l'on cherche à 
démontrer n'est pas limpide. Je n'ai pas de réalisation de cette représentation. On va commencer par traiter des 
cas particuliers auxquels la preuve par récurrence se ramènera. De cette façon cela sera un peu moins abstrait. 
On fixe {p, A, B, (, eo) S Jord{il), e) tel que A> B. 

Dans toute cette sous-section, on suppose que (p, ^, B, C, eo) que nous venons de fixer est le seul triple de 
Jord{tp) vérifiant A > B. On suppose aussi que l'ensemble des demi-entiers D pour lesquels il existe un signe 
(d tels que D < B et {p, D, D^d) est soit vide soit est un intervalle commençant à si iî est entier et à 1/2 
sinon ; dans ce dernier cas, on suppose que e{p, 1/2, 1/2, C1/2) = ~1- On suppose aussi que si l'ensemble ci-dessus 
est un intervalle non nul, e alterne sur cet intervalle. 

A partir de 15.3.31 on va supposer que ^ = + et que A, B sont des entiers ; dans 15.3.21 on ne fait pas 
ces hypothèses et le lecteur verra ainsi ce que l'on évite en les faisant. L'hypothèse sur ^ permet de fixer la 
croissance des segments utilises pour la classification des représentations irréductibles de GL. L'hypothèse sur 
A, B évite de devoir préciser si on commence à ou à 1/2 ; ici les 2 cas ne sont pas identiques, le cas oii A et 
B sont entiers est plus difficile que l'autre car les représentations que l'on construits ne sont pas totalement 
déterminées par leur module de Jacquet uniquement dans ce cas là. En particuher 15 . 8 . Il n'a pas d'objet si A, B 
sont des demi-entiers non entiers. 

5.3.2 Le cas le plus simple A = B + 1 

Le cas on A = B + 1 a, un énoncé très simple rappelons le avant de le démontrer : 

si eo = + 7r(V-',e) est l'unique sous-module irréductible de < p| l'-"^'^^^, • • ■ ,p||"''°^^'' > X7r(^/'',e') et en 
particulier est irréductible. 

si eo = —, Tr{%p, e) — ©ï,=±7r(V'', e', {p, B + 1, B + l, (,v)i {Pi B, B, — ry)) et en particulier est de longueur 2 
exactement. 

Montrons cela; le cas 011 eg = — est juste la définition. Supposons donc que eo = +. Par définition on a : 

7r(V', e) p\ 1?^, • • • , p| > ^^(^/^ 

e^=±^(V'', e', (p, S + 1, S + 1, C, ry), (p, S - 1, B - 1, -r,)). (2) 

On remarque que notre B + 1 (resp. B) est le {ap^^n — l) /2 (resp. (5p,^",e" — 1)/2) dcElpour 1/'", e" se déduisant 
de î/' en enlevant le bloc (p, A, B, (, eo) et en y ajoutant les 2 blocs (p, S + 1, S + 1, C, A), (p, B, B, (, A) pour 
n'importe quel choix de A = ±. On obtient donc immédiatement les assertions : < p| |^^, • • ■ , | |^^^ > XTr(ip' , e') 
est semi-simple de longueur 2 exactement et que (2) est la somme des 2 sous-modules irréductibles de l'induite 

p|P+i)x<p||C^,...,|rC^>x.(^',e'). 

Il est alors facile de voir que (2) est inclus dans l'induite de (1) et ici il est déjà clair que 7T{ip, e) est une 
représentation. On applique El (propriété 4) à n{%p' , e') puisque que le (ap_^'_c' — 1)/2 de loc.cit. est ici strictement 
supérieur à i? -|- 1 : soit tt un sous-quotient de l'induite de (1), alors il existe un ensemble £ totalement ordonné 
de demi-entiers relatifs tel que 

{\x\;xe£}^{\x\;xe [B + l,-B]} 

et une représentation irréductible a sous-module de Xx^epl \^ (représentation d'un GL convenable) avec une 
inclusion tt ^ a x Tr{ip' , e'). On remarque que pour x tel que Jacxcr ^ nécessairement Joc^tt ^ 0. Mais on a 
vu en l5.2l aue cela entraîne que x = ÇB ; on n'a pas exactement vu cela, on pourrait aussi avoir x = ±D avec D 



comme ci-dessus mais il faudrait alors, en repartant de la définition de 7r(^, e), Jacxn{ilj', e') 7^ ce qui n'est pas 
possible à cause des hypothèses sur e. On utilise la classification de Zelevinski à l'aide de segments décroissants 
si C = + et croissants si C = — et on écrit a dans cette classification ; c'est-à-dire qu'il existe u G N et pour 
tout i e [l,v] des segments [xi,yi] avec la propriété de croissance précisée, c'est-à-dire (^Xi > Qyi et pour tout 
i G C^Xi < C^^i+i. On a certainement JaCxCr ^ pour a; = a;i et pour x = xt pour i vérifiant pour tout 

j < i Xj Xi — 1. Mais si £ ne contient pas C{B + 1), B est certainement le plus grand élément de et alors 
nécessairement v = 1 et [xi,yi] = [CB, —C{B + 1)] ce qui est ce que l'on cherche. Si £ contient ({B + 1) alors 
on a 

xi =CS,X2 ^CiB + l),v = 2. 

On a 2 possibilités pour 2/1,2/2- Soit : 

2/1 = CBy2 = - f ) (3) 

ou 

yi^-CB;y2^aB + l). (4) 

Mais dans le cas (3), a est une induite irréductible et on a aussi Jaci^(^B+i)'^ ^ ce qui est exclu. Reste le cas 
(4). Ici on utilise le fait que p\ x Tr{ip',e') est irréductible donc isomorphe à p\ x 7r(-(/'',e') et on 

aurait une inclusion 

^ p| 1^^, • ■ • , p| r'^^ >xp\ X e') 

Or l'induite < p\ |^^, • • • , p\ |^^^ > xp\ est de longueur 2 exactement avec un quotient qui vérifie 

Jac_^(5_i_i) 7^ 0. L'inclusion ci-dessus se factorise donc par le sous-module, i.e. < p\ |^^, • • • , p\ >. Pour 

terminer la preuve il ne reste plus qu'à remarquer que l'induite : 

n'a qu'un unique sous-module irréductible par réciprocité de Frobenius. 
5.3.3 le construction 

On rappelle que l'on fixe (p, A, B, () S Jord{i{}) avec A > i? -f f et on pose éq la valeur de e sur cet élément 
de Jord{'ip). On reprend la notation i/)', e' qui se déduit de ip en enlevant ce bloc de Jordan. Montrons 

Lemme : Soit tt un constituant de 7t{4>, e) ; aJors il existe un entier ti G [0, [{A — B)/2]] et un signe A tel que n 
soit un sous-quotient d'une induite de la forme : 

x,e[o,2*,-i]Pl \^-^' X ... xp| X 7r(V'',e',Uce[s,A-2t,](p,C,C,C,(-l)t^lA)), 

où [0, 2ti — f] est un ensemble vide si ti = et [B, A — 2ti — 2] est un ensemble vide si ti — {A — B)/2. De plus 

nécessairement éq = UcelBA-2u] (^(-1)^^'^^ ■ 

On prend la définition de 7r(7/;,e) soit il existe 77 = ± tel que tt soit un sous-quotient de tt{^' ,e' , {p, A, B + 
lX,v)j {p, B, BXtV^o)) soit il existe j e [1,^ — B] tel que tt soit un sous-quotient de l'induite (on utilise tout 
de suite le corollaire de I4.4|l : 

p| 1?^ X . . . X p| r?(^+^) X p\ fB+j+i) . . . X p| X 7r(V/, 6', ip.A-l,B + 1, C, eo). 

Considérons d'abord ce deuxième cas ; il est encore vrai que tt est alors sous-quotient de l'induite : 

pII^ x ... xpir^ x^(^',e',(p,v4-f,B + f,C,eo)). 

On apphque encore lOl pour remplacer n{ip' , e', {p, A—1, B+1, (, eo) par l'induite p\ \^x - ■ ■ p\ \^^^xn{^|J' , e', (p, A— 
2,BX,eo)- Et on obtient que tt est alors sous-quotient de l'induite : 

p\\^x---xp\ r(^-i) X tt{^', e', {p, A^2,B, (, eo)). 

On applique ensuite le lemme par récurrence pour obtenir le résultat cherché. Reste le premier cas ; on fixe donc 
77 tel que tt est un sous-quotient de 7r(-0',e', {p,A,B -\- 1,C,77), {p, B, B^iV^o))- On applique d'abord le lemme 
par récurrence en utilisant {p, A, B + 1, (, if) (cette étape est vide s\ A = B + \). Ainsi il existe A et t' tel que tt 
soit un sous-quotient d'une induite de la forme : 

x,6[o,2t'-i]Pl \^-^' X . . . X p| |-(^-2j-i) X Uce]B,A-2t'](p, C, C, C, (-l)f^lA), {p, B, B, c, r/eo)), 



avec la relation 

Ce]B,A-2t] 

Si (— 1)^^^A ^ ou si B + 1 = A — 2t' , le lemme s'en déduit automatiquement en posant tout simplement 
ti — t' . Supposons donc que (— 1)^+^A = rjeo- On démontre ici que 

7r(^', e', Uce]B,A-2t']{p, C, C, C, (-I)^^IA), (p, B, B, C, m>)) ^ 

< p\ • • • , p| > x^(^', e', Uce[B+2,A-2t']{p, C, C, C, (-1)^^^)). 

Grâce au lemme on peut remplacer 7r(i/'', e', U(7e[B+2,A-2t'] (p, C, C, C, (— l)*" A)) par l'induite 

p\ 1^(^+2) X . . . X p| X nii^', e', UcelB+i,A-i] (P- C, C, (, (-1)[^1+^A)) 

puis encore tt{iP' ,e' ,Uce[B+i,A-2t'-i]{p,C, C, C, par l'induite 

p||«(^+i) X ... xp||«(-4-2*'-i) X7r(V'',e',Uce[B,^-2t'-2](p,C,C,C,(-l)[^iA)). 

On remarque que l'on a nce[B.A-2t'-2] ((-1)'*^' A) = eo, donc n{ip' , e', Uce[B,A-2t'-2] (p, C", C', C, (-l)'*^' A)) a bien 
la forme qui convient. Il reste à modifier les premiers facteurs de l'induite. Puisque l'on cherche à démontrer 
que TT est sous-quotient d'une certaine induite, on peut remplacer l'induite 

< p\ 1^(^+1), . . . ,p| > Xp\ X pC(-4-2t') X p\ X . . . X p| |C(^-2t'-l) 

par l'induite 

On obtient le lemme en posant ti — t' + l. Cela termine la preuve. 
5.3.4 2e construction 

On fixe encore tp, e et (p, a, 6) G Jord{ip) en supposant que inf{a, b) > 2 et que (p, a, 5) est le seul triple de 
Jord(Tp) ayant cette propriété ; pour simplifier l'écriture on suppose que a + 6 est pair. Avec les notations de 
12.21 cela est équivalent à fixer un quadruplet (p, A, B, Ç) G Jord{ip) avec ^ > i? et à supposer que c'est le seul 
quadruplet avec cette propriété ; la parité se traduit par le fait que A et B sont des entiers. On note ici ip, è le 
couple qui se déduit de ip, e en enlevant (p, A, B, ^) et tous les quadruplets de la forme (p, C, C, C) pour C < B. 
Pour D un demi-entier tel que A — 13 G N et pour A un signe, on note î/'d.a, ^d,x le couple qui se déduit de -0, ê 
en ajoutant cette fois, les quadruplets (p, C, C, C) pour 13 — C G N et ê vaut sur un tel quadruplet (— 1)'^A ; on 
suppose que nc<D((~l)''^' A) = eo on êq = ^{p,A,B,C,)- Pour unifier les énoncés on pose îp-i^x^l-i^x — V», ê, 
oii A ne joue aucun rôle. On impose toujours à A de vérifier : 

n((-l)^^'A)=eo n <P^E,EX'). 

C<D (p,E,E,C)\E<B 

Ci-dessous, on a des entiers à cause de l'hypothèse de parité, en général on a des demi-entiers. 

Lemme : Soit tt un sous-quotient irréductible de TT(Tp,e). Il existe un ensemble d'entiers S totalement 
ordonnes , un entier D et un signe A comme ci-dessus vériGant : 

TT ^ ^xe£P\ r X ■^{^D,èD,x), (1) 
£ U {-£} = UEe[B,A] E] UE<B:{p,E,E,C')€Jord{i,) E] Qc<D [~C, C]. (2) 

On montre d'abord qu'il existe un ensemble d'entiers £' , vérifiant (2) ainsi que Z3 et A comme dans l'énoncé 
mais tel que (1) soit affaibli en tt est un sous-quotient de l'induite écrite en (1). L'étape faite en l5.3.3l ramène le 
cas de (■(/', e) au cas d'un paramètre élémentaire. On peut alors lui appliquer progressivement les définitions pour 
conclure. Il reste à appliquerai (propriété 4) qui oblige à changer éventuellement certains signes dans £' ainsi 
que son ordre pour obtenir l'inclusion annoncé en (1). Les opérations faites sur £' ne change pas la propriété 
(2). La condition sur le signe est automatique car on ne change pas la valeur de Y[(^p a' b' ç') ^(P' C) dans 

toutes ces opérations. 



5.4 Un cas particulier important 
5.4.1 le étape 

On fixe {p,A,BX) comme ci-dessus. On fait ies liypotlièses de 15.3.41 et on en ajoute même d'autres. Pour 
simplifier les notations on suppose que A, B sont des entiers. Si S = 0, on n'ajoute aucune hypothèses. Par 
contre si -B > 0, on suppose que (p, C, C, C) G Jord{ip) pour tout < C < B et que e alterne sur tous ces blocs, 
c'est-à-dire qu'il existe un signe A' tel que e{p, C, C, () = (— 1)'^A pour tout C comme ci-dessus. 

On fixe vr un constituant irréductible de 7r('0,e) et on reprend d'abord la le construction 15.331 d'où ti et 
Al. Ensuite on fait la 2e construction, d'où D et A. Mais ici on peut préciser un peu les rapports entre ti et 
D (on rappelle que D peut valoir —1). On sait que le signe eti,Ai vaut e sur les blocs jusqu'à i? — 1 et donc 
alterne par hypothèse. Puis, par construction il alterne de nouveau sur les A ~ B — 2ti + 1 blocs compris entre 
B et A — 2ti. On pose 2t := A — D et 2t est exactement le nombre de blocs qui disparaissent de -0 o A pour 
arriver à V-'d dans ces constructions. Donc soit le signe eti.Ai alterne déjà spontanément à la fin de la première 
construction et t = ti, soit il n'y a pas alternance et t = ti + inf{B, A — B — 2ti + 1). Ci-dessous on passe en 
revue les cas où l'on peut conclure et ensuite on montrera que ce sont les seuls cas qui peuvent se produire. 

Lemme : avec les notations ci-dessus, supposons que Von peut choisir S contenant —(^A alors Jac^s.- - 0. 

On fixe £ tel que 15.3.41 soit satisfait et on suppose que £ contient —C^A. Pour simplifier la démonstration on 
suppose que C, = + pour ne plus devoir l'écrire. Alors il existe x G £ tel que [x, —A\ soit un segment et 
Jacx, -- .-AT^ 7^ fcf 11.2(1 . Comme |a;| < A, nécessairement x = B. D'où le lemme 

Supposons maintenant que D = A, c'est-à-dire que ti = dans la première construction 15.3.31 et qu'il n'y a 
aussi aucune 2e construction, c'est-à-dire que le signe alterne spontanément ; il résulte des définitions que tt est 
l'une des représentations "complémentaires" de l'énoncé du théorème celle qui vérifie en plus que le caractère 
prend des valeurs différentes sur le bloc {p, B, B) et {p,B — 1,B — 1), ceci n'est de toute façon possible que sous 
les mêmes conditions que dans l'énoncé du théorème à cause de la condition de signe (cf. Remarque de l5.3.4|) . 

Supposons maintenant que i3 > 0, en particulier (p, 0, 0, C) G Jord{^). On suppose que D = A — 2inf{B, A^ 
B + 1). On suppose en plus que si A — B + 1 > B, e{p, 0, 0, C). 

On reprend les constructions et en particulier t := {A — D)/2, notation déjà introduite avant l'énoncé avec 
soit t = ti dans le cas où Ai ^ e(p, i? — 1, _B — 1), soit t ~ ti + inf{B, ^ — _B — 2ii + 1) dans le cas opposé 
puisque le signe n'alterne plus. Reprenons l'hypothèse D = A — 2inf{B,A — B + 1) qui dit exactement que 
t — inf{B, A — B + 1). Ce que l'on veut démontrer ici est que ii = et tt sera alors aussi une des représentations 
complémentaires, celle que l'on n'a pas trouvée ci-dessus. 

On asrement ti < {A-B + l)/2 donc si A-B + 1 < on at = A~B + 1 > ti d'où t = ti+A-B-2ti + l = 
A — B — ti + 1 d'où encore ti = 0. Supposons donc que i? < A — iî + 1. Ici on a t = iî et soit immédiatement 
ti — soit B > A — B — 2ti + l. Dans ce cas, quand on reprend la deuxième construction (|5.3.4|l on constate que 
l'on ne touche pas au bloc {p, 0, 0, et donc que A = e{p, 0, 0, C) ce qui est contraire à l'hypothèse et empêche 
l'inégalité B > A — B — 2ti + 1. D'où le résultat cherché. 

On reprend les notations qui précèdent, en particulier (p. A, B, et ep. 

Lemme : soit A tel que Y[ce[B A]ii~^y^^-^) ~ (on suppose qu'il existe un tel A alors la représentation 
TTx := 7r(V'', e', Llce[B.A]iP7 C, C, C, (—1)''"''^)) intervient avec multiplicité 1 exactement dans iT{ip, e). 
On reprend la définition de 7r('0, e) ; on considère d'abord les sous-quotients intervenant dans 

J2 < pW^"",-- - ^ P\ > X Jac^(B+2),.. e', (p, A,B + 2, C, eo)- 

cgKbxa] 

Ces sous-quotients vérifient ti ^ dans la première construction de 15.3.31 et ils ne peuvent être isormorphes à 
une représentation du type tta de l'énoncé. Ce qu'il faut donc démontrer et que nx intervient avec multiplicité 
1 exactement dans 

®.=±(-l)['^-^+'^/'lr;■^-^+'e^^7^(V'^ e', {p, A,B + l, C, v), ip, S, S, C, ^^o)). (*) 

Le cas facile est celui on A = B + 1; la représentation tt\ n'existe que si eo = — 1 et les 2 valeurs de A sont alors 
possibles ; les représentations tt\ sont exactement celles qui interviennent dans (*) et le seul point à vérifier est : 

(_l)[(A-B+l)/2]^A-B+lgA-i3 ^ ^ ^ 

Dans le cas général, on applique le théorème de ll.ll par récurrence en utilisant {p, A, B + l,ri) ; pour rj fixé et pour 

A' vérifiant HcelB+i^A] (("l)''^'-^') = V, la représentation tt^^a' := niip', e', Uce]B+i,A]{p, C, C, C, (-1)1*^1 A'), {p, B, B, C, r?eo 



intervient avec multiplicité 1 exactement dans 77(7/)', e', (p, A,B + 1, C, 77), (p, B, B, jyeo))- La représentation tta 
ne peut être que l'une de ces représentations T^r/^x' et elle est cette représentation quand on a les égalités : 

A(-l)[^l=^.o, {-ir+'h' = -^eo. 
Cela entraîne, A' = A. On récrit la propriété de A : 

H ((-l)[^lA) = eo = A^-^+i(-l)(^+^-^)(^-^+i)/2, 
ce[B,A] 

où S = Q si A, B sont des entiers et -1 sinon. Considérons d'abord le cas oii ^4 — i? + 1 est pair. On a alors, 
(— 1)'^"^^^+^^''^ = ÊQ et pour chaque valeur de A il existe 77 tel que ttx = 7r,,,A ; le point est de vérifier le signe, 
c'est ~à~cl.irG ' 

(_l)('4-B+l)/2^A-i3+lg^-B ^ i^_^Y'^-B+l)/2^A-B ^ 

comme cherché. 

Supposons maintenant que A — B + 1 est impair ; on a alors une seule valeur de A possible et elle détermine 77 
puisqu'il faut (— 1)1^1A — yyeg. Il faut encore vérifier le signe qui vient devant cette représentation; on remarque 
que dans tt\ le signe définissant la représentation alterne sur tous les blocs de Jord de la forme (p, C, C, Q avec 
C e [B, A] et en valant rjeo sur (p, B, B, () et avec le produit de tous ces signes valant cq. Cela donne la relation : 

(ry6o)-4-^+i(-l)[(-^-^+i)/2l=eo. 

Ainsi 

^-l)liA^B+l)/2]^A-B + l^A-B ^ 

comme cherché. Cela termine la preuve. 



5.4.2 Modules de Jacquet 

On refixe les notations tout en gardant (p. A, B, G Jord{ip) avec A > B + 1 ainsi que les hypothèses de 
15.3.11 Pour simplifier la démonstration et parceque c'est le cas le plus difficile, on suppose que ^4 et i? sont des 
entiers. Pour D un entier avec D e [—1,^1], on note Sd l'ensemble non ordonné Uc£]d,a][~C,C]. Soit tt un 
constituant de 7r('!/;,e). On reprend t,X comme en 15.3.41 en posant D = A — 2t. Rappelons que t est un entier. 
On a aussi construit l'ensemble ordonné S tel que 

TT ^ XX e £p\ 1^ X 7r(i/'t, èt,A). 

Ici tl>,ët,\ se déduit de en enlevant tous les blocs de la forme {p,A',B',() où B' < B et en rajoutant les 
blocs (p, C, C, où C G [0, D] (on ne rajoute rien si D = —1) et le caractère êt,x alterne sur tous ces blocs en 
commençant par èt,x{Pi 0, 0, Q) = A. On sait aussi que 

E\J-£ = Sd 

En général cet ensemble £ n'est pas unique et on n'a pas encore démontré que t, A le sont. Toutefois, on a : 

Lemme : Soit tt un constituant de 7r(-0, e) et soient t et A, comme en l5.^.4l Soit aussi un ensemble £ d'entiers, 
en valeur absolue inférieurs ou égaux à A et tels que n soit un sous-quotient de l'induite x^^spI \^ x '^(jpti èt,x)- 
Alors £U—£ = Sd , oîi D = A — 2t égalité d 'ensembles non ordonnés. De plus t et X sont uniquement déterminés 
par n. 

L'existence a été prouvée en 15.3.41 L'unicité résulte d'un calcul de module de Jacquet ; en effet fixons t, X et £ 
convenant et un autre triplet t' , A', £' convenant aussi. On écrit donc tt d'une part comme sous-quotient de 

Xi;e£p| r X 7r(-0t,?t,A) (1) 

d'autre part comme sous-quotient de 

x^6£p| r X 7r(V;t/,êt/,A')- (2) 
Les formules standards calculant les modules de Jacquet sont particulièrement simples à appliquer puisque 

Vy; \y\ < A,JacyTT{-îpt,èt.x) = JacyTr{tpt',it',x')- 

Avant de procéder à ces calculs on réordonne £ en changeant aussi éventuellement des signes pour les éléments 
de cet ensemble de façon à ce que tt soit un sous-module de (1) ; cela est possible grâce à El (propriété 4). Cela 
nous assure que JaCx(£e^ 7^ 0- On déduit de (1) que JaCx^eT^ est non nul et isotypique de type h,x) et de 
(2) que ce module de Jacquet est certainement nul si £ U —£ ^ £' iJ —£' et s'il n'est pas nul est isotypique de 
type TT{ipt', êt',A')- Cela donne l'unicité cherchée de t et A. et de £ U —£. Puisque pour l'un des choix cette union 
est Sd cela est vrai pour tous les choix. 



5.4.3 

Ici on fait l'hypothèse de 15.3.11 On suppose que C = + sinon il faut le faire intervenir partout et ce qui est 
croissant devient décroissant. 

On fixe tt et A tels aue l5.3. 41 fl) et (2) soient vérifiés. On renote ici (1) : 

TT ^ Xa,g£p| 1^ X 7r(î/it,èt,A). (1) 

L'ensemble £ est totalement ordonné, ordre noté >£ pour garder > pour l'ordre sur les nombres. On dit 
que £ est muni d'un ordre maximal si £ s'écrit comme une union de segments croissants, pour i 6 [1,?;], 
convenable, de la forme [x^, yi] avec a;i > • • • > et pour i < j avec Xi = Xj^ yi > yj ; l'ordre de £ étant l'ordre 
[xi,yi], - ■ ■ , [xy, î/u]. A un tel ensemble ordonné de segments, Zelevinski a associé une représentation irréductible 
(T>£ du groupe linéaire convenable et de façon standard, quand on a une inclusion 

TT ^ x^e£p| 1^ X t:sx (1) 

on peut réordonner £ de façon à avoir une inclusion 

t ^ cr>£ X TTsx- (2) 

Lemme : Pour £ vérifiant (1 ), il existe un unique ordre maximal sur cet ensemble tel que (2) soit satisfait. 
Précisément, x\ = B, pour tout i S [, Xi = Xi+i + 1 et yi > ■ ■ ■ > y^, ce qui détermine uniquement l'ordre 
et induit même des restrictions sur la forme de £. 

On fixe un ordre maximal sur £, d'où les segments [xi,?/^] pour i G 

Ayant mis cet ordre, on montre maintenant que pour tout i £ xi + 1 = Xi — 1. En effet s'il n'en est 

pas ainsi, on note £i l'ensemble qui se déduit de £ en enlevant simplement x^+i ; c'est encore naturellement une 
union de segments ordonnés suivant l'ordre de Zelevinski à ceci près que le i + 1-ième segment peut être plus 
" grand" que certains de ceux qui le précèdent ; cela se produit Le z + 1-ième segment dans £i est 

alors ]a;i+i, yi+i] et ce segment n'est pas lié au sens de Zelevinski avec ceux qui le précède et ont pour origine x 
avec X — Xi. On note ai la représentation associée par Zelevinski à £i. On suppose que i est minimum avec la 
propriété Xi ^ xt+i + 1 et on montre par les arguments bien connus dans les groupes linéaires que 

CT£ ^ p\ r'+' X a£.. 

Remarquons que JaCxi_^i,xi<^i ^ et cela entraîne donc que JaCxi^i,xiT^ ^ 0. Comme Jacx^^n ^ 0, on sait a 
priori que xi = B et la même propriété pour x^+i. On vérifie que JacB.BT^ — grâce à 15. 21 D'oii l'assertion sur 
les Xi. 

Montrons maintenant que pour tout i G [l,f[, yi > yi+i- Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et fixons i 
minimum tel que yi < yi+i. Alors le i-ème segment de £ n'est pas lié au i-|- 1-ième. On note ici £i l'ensemble des 
segments constituant £ sauf que l'on a enlevé Xi+i au i-|- 1-ième et que l'on a permuté le i-ème et le i-|-l-ème 
segment. On note cr^ la représentation associée par Zelevinski à l'ensemble des segments constituant £i et on a 
encore une inclusion : 

o-f ^ p\ T'^' X ai. 

On en déduit que JaCaj-^^Tr 7^ et Xj+i = B ce qui est impossible. Cela termine la preuve du lemme. 

5.4.4 Non nullité de certains modules de Jacquet 

On garde l'hypothèse de l5.3.1l On fixe £ satisfaisant les conditions du paragraphe précédent et en particulier 
£ peut se voir comme une union de segments. On écrit £ sous forme de tableau oii les éléments croissent de 1 
sur chaque ligne et décroissent de 1 sur chaque colonne. 

xi = B yi 

•^v ' ' ' yv 

On note s le nombre de colonnes et zi, • • • , Zg le dernier élément de chaque colonne. Cette présentation permet 
de calculer aisément £ U —£. On a 



£U-£ = Uxe[B,yi][~X,x] iiie[l,s];z,<0 [Zi, -Zi] Qie[l,s];z,>0 ["^i + l,Zi- 1] . 



On rappelle que £ U —£ = ^ze[D+i,A] [^z, z\ (où D = A — 2t). On en déduit donc : 

[B, yi] 'J^e[l,s]■,z,<Q {-Zz} =[D+ l,A] U,^[i^s];z,>Q {Zi " !}• (1) 

Pour tilden un constituant de n^ip, e) fixé, en général plusieurs choix de £ sont possibles. Il n'y a pas d'intérêt 
à les écrire tous mais 2 vont nous servir plus particulièrement. D'abord remarquons que si £ n'est pas vide, 
ce qui est implicite ici, £ contient soit —A soit A. On rappelle que par définition t vérifie 2t = A — D et que 
nécessairement t < A — B + 1. 

Soit TT fixé un composant irréductible de 7r(V', e) ; on suppose que le i et A qui lui sont associés, vérifient, t ^ 
Lemme : on peut alors choisir £ comme ci-dessus convenant pour tt avec l'une des propriétés ci-dessous : 
£ contient —A ; 

A 

••• (D + l) 
A 

t ■■■ -(D + l) 
A 

£ = £d ■■= B-2t+l ■■■ B-t ■■■ D + l 

-B + 1 ■■■ t-B 

De plus si un ensemble £ convient qui est tel que le plus petit élément de £ est inférieur ou égal à —B, alors 
JacB, -- 7^ 0. 

On fixe £ et l'ordre maximal sur £ tel que 

Et on suppose que £ est tel que parmi tous les choix possibles le nombre d'éléments de £ strictement positifs 
est minimal. 

Soit i g tel que yi > 0, pour tout j > i, yj ^ yi — 1 et yi ^ D -\- \. Alors on montre que l'on peut 

remplacer £ par un ensemble coïncidant à l'ordre près avec £ — {yi} U {—yi} ■ on procède comme en 15.4.31 en 
notant £i l'ensemble des segments qui se déduit de £ en remplaçant yi par yi — 1 pour le i-ème segment. On note 
ai la représentation associée par Zelevinski à cet ensemble ordonné de segments et on a encore : a g ^ (Ti x p| 
ici on utilise seulement le fait que pour tout j > i, yj < yi — 1 ou yj — yi. Comme yi ^ D -\- 1 la, représentation 
p\ \y' X TTs^ est irréductible fcf. 16.3. l|l et donc isomorphe à p\ j"*** x tt^.^. D'où l'assertion annoncée. 

On suppose que £ ne contient pas —A ; il contient donc A et nécessairement yi = A. Ainsi le nombre 
de colonnes du tableau (le s dans ce qui précède l'énoncé du lemme) vaut A — B + 1, ce que l'on va écrire 
b := A — B + 1. (C'est le b dans l'interprétation en terme de bloc de Jordan venant des représentations). On 
revient aux notations Zj]j G [1, 6] qui précèdent l'énoncé et on remarque que {zj — 1; Zj > 0} est d'après ce que 
l'on vient de voir un intervalle de la forme [z, D], en acceptant z = D + 1 si l'ensemble est vide. Ainsi lÏÏ^T^ (1) 
que l'on rappelle, en acceptant z = D + 1 : 

[B,A] U,eii,s];z^<Q {-zz} = [D + 1, A]U [z, D] = [z,A]. 

D'où z < B et [z, B[— {—Zi] Zi < 0}.On pourrait avoir z ~ B ce qui veut dire que tous les éléments de £ sont 
strictement positifs mais on obtient tout de suite une impossibilité, il faudrait B + 1 < B \ . Ainsi z < B Cela 
veut dire que le tableau s'écrit si z = 

B A 

£= : ; ; ; ; 

B-2t+l D + l 



ou 



ou 



ou 



xi= B 

-B + 1 

xi^ B 

-B + 1 ■•■ B 

xi^ B 



Mais on doit avoir [B, A] U [-{B -2t+ 1), 0] = [0, A] ce qui force B - 2t + 1 = -B + 1 et on est dans le 2e cas 
de l'énoncé. 
Si ^ 7^0 

B A 

£= B-2t+l ■■■ z ■■■ D + 1 {*) 
-B + 1 ■■■ -z 

En particulier si 2; = f + 1 le tableau £ est rectangulaire si 2; = D + 1 et on est dans le 3e cas de l'énoncé. 

Supposons maintenant que {zj; Zj > 0} n'est pas un ensemble vide ; on calcule z en comptant le nombre de 
lignes. Ce nombre est 2B qui se décompose en 2t "longues" lignes et 2B — 2t lignes "courtes". Mais 2z est aussi 
le nombre de lignes " courtes" d'où z = B — t Remarquons qu'il faut donc t < B et que t = B est équivalent à 
ce que le tableau définissant £ soit rectangulaire. 

On démontre maintenant la fin du lemme ; en effet supposons qu'un ensemble £ qui convient contient un 
élément inférieur ou égal à —B. On impose en plus à £ vérifiant cette propriété d'avoir un nombre minimal 
d'éléments strictement positifs. On a donc vu que ou bien on a directement l'assertion, ou bien £ est celui de 
l'énoncé 2e, 3e ou 4e cas. Dans ces cas, le plus petit élément de £ est —B + 1 ; ce qui est donc exclu. 

5.4.5 

On prend les hypothèses et les notations de la sous-section précédente ; en particulier tt est fixé, d'où t, A et 
D = A — 2t. On a aussi défini £d ■ 

Lemme : On suppose que D < B — 1 et qu'il existe C Ç.]B,A] tel que w est un sous-quotient de l'induite : 

Xc :=< p\ l^"", • ■ • , p| > X Jac^(B+2),... ,cc7r(V'', e', (p, A - 1, B + 1, C, eo)) > . 
Alors JaCx^eo'^ = 0- 

Dans la preuve, on suppose que C = +• Avant de démontrer ce lemme on va faire de façon un peu générale le 
calcul suivant. Soit i un entier non nul et on pose Ae : 

B B+1 ■■■ A 

B-i+1 B-£ + 2 ■■■ A-e+1 

B-e 

-B + 1 

Alors, si ^ < B — C + 1, on pose 

B + 2 A 

Ac,i := ■ : : : : 

B + 3-e A-i + 1 

B + 2-£ ■■■ c-e 

et 

Jac^eA^Xc =< p\ r-^,-- • ,P\ r^"^^ > X JaC:re^c,£'^(V'',e',(p, -2,C = +,eo)) 

où le premier facteur de l'induite n'apparaît pas si £ = C — B + 1. 
Si£>C-B + l, 

JaCxeAtXc = 

Pour faire ces calculs, on commence, comme on en a le droit, par calculer Jacs,- - ,-b+iXc et cela vaut 

X'c-=< p||-^,---,pir''>xFc, 

où 

Yc = Jac^B+2),- ,c7r(V'', e', {p,A-l,B + l,C = +, eo)) > . 



Il faut encore calculer JaCx^B du résultat, X^, où 



B + l ■■■ A 
B:= : : : 

B + 2~£ •■• A-e+1. 

Dans le tableau ci-dessous le X dit simplement que l'on omet l'élément situé en principe à cette place et on 
pose, pour £' < C — B + 1 

B + 2 ••■ C 

B + l ■■■ C-l X C+1 ••■ A-l 
Cc,i' . .... 

B + 2-£' ■■■ C-£' X C-l' + 2 ■■■ A-l' + l 
On montre que pour < C — S + 1, 

JaCxeB,,X'c^< p\\-^,--- ,pir'^+^' > xJaC:,eCc.,,7r(V'',e',(/0,^,S + 2,eo))- 

Le terme de droite intervient clairement dans le terme de gauche mais en principe interviennent aussi les termes 
indexés par (." suivants où < l' : 



011 Cc,f,f 



B + 2 ■■■ C 

B + l ■■■ C-l X C + 1 ■■■ A 

B + 2-e" ■■■ C-f' + l X C-r + 3 ■■■ A-l" + 2 
B + l-l" ■■■ C-l" C-l" + l C-l" + 2 ■■■ A-l" + l 

B-l' + 2 ■■■ C-l' C-l' + l C-l' + 2 ■■■ A-l' + l 

Mais pour un tel choix de l" , on va montrer que JaCxi^Cc e «""'(V'': c', (p, a + 2, 6 — 2, e(p, a, 6))) = 0. En effet, 
on considère uniquement la partie du tableau : 

B + 2 ■■■ C 
B + l ••■ C-l 

C" := : : : 

B + 2-1" ■■■ C-l" + 1 

B + l-l" ■■■ C-l" C-l" + l. 

Et le Jac dont on cherche à montrer la nullité se factorise par Jacxec"- Oi' une représentation irréductible a du 
CL correspondant dont le support cuspidal est l'ensemble des p\ \^ pour x parcourant C" d'après la classification 
de Zelevinski ne peut pas avoir JaCxO ^ pour uniquement x — B + 2. D'où la contradiction, il y aurait une 
valeur àe x ^ B + 2, x & C" telle que JaCxT^{'4>' ^ e', (p, A,B + 2X — eo)) 7^ 0. Ceci est exclu par |21 d'où la 
nullité cherchée. 

On obtient, comme annoncé, le cas 1<C — B + len faisant l' = l dans ce qui précède et en remarquant de 
façon tout à fait formelle que l'on peut remplacer Cc,i par Ac,t- 

Supposons maintenant £>C — B + letil suffit même de montrer la nullité pour l = C — B + 2. On a 
d'après ce qui précède : 

JaCx^At^j = -^aC:Egx'7r('0',e',(p,^, 5 + 2,C = +,eo)), 

où 

B + 2 ••• C 

B + l ■■■ C -1 X C+1 ■■■ A 

\ \ \ \ \ \ ; 

B + 1-{C-B) ■■■ B-1 X B + l ■■■ A-{C-B) 
B -{C - B) ■■■ B -2 B-1 B ■■■ A-{C - B) -1 



et l'argument déjà donné ci-dessus (pour £") donne la nullité cherchée. Revenons à l'énoncé du lemme; quand 
D + 1 < B — 1 (c'est-à-dire D < B — l),le calcul de Jac^^To^ se factorise par JaCxeCc pour tout £' tel que 
A- e' + 1> D + 1. On peut donc prendre £' = A- D>A-B + 1>C-B + 1. D'où la nullité annoncée. 
Remarque : le même argument s'applique pour T± où 

B ••• A 

^= ; : ; 

-{B-l) ■■■ ±{D + 1) 

5.4.6 

Corollaire : Soit tt un composant irréductible de Tr{ip, e). Si D associé à tt en \5.4.2l vériEe D < B — 1 alors 
TT vérifie soit JacçB.- - .-(A^^ soit est l'une des représentations complémentaires de \4.1\ 

On suppose comme précédemment que C = +• On fixe tt tel que le D qui lui soit associé vérifie D < B — l et on 
suppose aussi que Jacs.- - .-at^ = 0. Il faut démontrer qu'un tel tt est une des représentations compémentaires 
de 14.11 Avec le lemme 15.4.51 et la remarque qui le suite, on sait déjà grâce à l5.4.4l aue tt est un sous-quotient de 
l'une des représentations := pi{'ip' , {p,A,B + l,Ç,ri, (p, _B, i?, C, t/éq))), oii i] est un signe convenable. On 
fixe rj convenant. 

On note tp" , e" le couple qui se déduit de tp', e' en enlevant {p, B — 1, B ~ 1, e{p, B — 1, B — 1, Ç)). Et on 
montre que Jacs, - -B+iXr^ = si ryeo ^ e{p, B — 1, B — et vaut ^{ip" ,e", (p, A,B + '?))) sinon (c'est 
essentiellement ce qui se passe pour les morphismes élémentaires rappelé en|ïïj). 

Si rjeo ^ e{p, S — 1, S — 1, C), il résulte de l5.4.4l aue D = A et 15. 3. 31 ainsi aue l5.3.4l donncnt le résultat cherché. 
Supposons donc que l'on a égalité, ce qui définit rj. 

Ainsi il existe tt' un constituant irréductible de tt{iP" i c"; (Pi a + — 1, ??))) et une inclusion : 

Ti- ^ 'Xxe[B,-B+i]P\ r X tt'. 

On associe à tt' des données D' , X' et un ensemble £' comme dans 15.4^ : nécessairement D' , A sont aussi D, X 
les données associées à tt fcf 15.4.2(1 . On peut appfiauer 14. Il à {tp",e", {p,A,B + Ainsi soit S' contient 

—(A soit tt' est l'une des représentations complémentaires. Si S' contient —A il existe alors £ convenant pour 
TT et contenant aussi —A et on a vu que cela entraîne que JacB, -- .-at^ ^ 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Ainsi tt' est l'une des représentations complémentaire pour (i/j", e", (p, ^,5-1-1, ??))■ 

Concrètement, cela veut dire qu'il existe un signe, k tel que tt' — 7r(-0", e", Uce[B+i,yi] (Pi C, C*, Ci 
et TT d'après El est l'une des 2 représentations, indexées par k' = ± 

TT{r. e", Uce[s+i,A](p, C, C, ^^), [p, B, B, (, ip,B-l,B- 1, C, n'). 

On aura montré que tt est l'une des représentations complémentaires si l'on vérifie que (— ^ k' . Si l'on a 
égalié, on a aussi Jac(B+i),... b^ d'oià a fortiori Jac(5_|_]^)7r 7^ ce qui est exclu par 13. 21 D'oii le corollaire. 

5.4.7 

Lemme : Soient D et X comme en \b.4.'A et on suppose que D > B — 1 ou encore D + 1 > B — 1. Soit T ^ £0 
d'où aussi la représentation aq-- Alors l'induite aq- x tt{iI)d^ êd.x) a un unique sous-module irréductible. 

Le tableau T &2B lignes chacune formée d'un segment [x^, y^] pour i G [1, 2B]. Pour tout i G [1, 2B], on note a>i 
la représentation du groupe linéaire convenable qui dans la classification de Zelevinski correspond aux segments 
[xj,yj\ pour j > i. On montre progressivement que pour tout i G [l,2i3], 

JO'C^eU-i<,[x,,y,]'^T X TTSX = CT>i X TT^d^Ed.a- 

Pour démontrer cela, on suppose d'abord que i < 2i ; on a alors yi = D + l + 2t — i>B d'après l'hypothèse 
sur D. Si l'assertion n'est pas vraie pour un tel i, il faut nécessairement qu'il existe z tel que [z,yi] soit un 
segment et Jacz^... ^y-a^^ ^ 0. Mais ceci n'est possible que si yi < —Xy qui est le plus grand élément de —T. 
Sous l'hypothèse D -|- 1 > i? on est assuré que y2t < yi mais 

y2t = D + l>B>-x,,=B-l. 

Pour i > 2t l'argument est différent; ici on utilise le fait que tout élément de [xi,?/^] est strictement plus 
petit que —y^ ; cela se voit sur le tableau. 

Dans tous les cas on note ttt,d,x la représentation ainsi définie. On a évidemment accepté A — D = 2B cas 
oîi £d est rectangulaire. 

Ce qui nous reste à démontrer maintenant est que la représentation ttx.d.x n'est pas un constituant de 
7r(-0, e) sauf si ^ - L» 2B et A -e(p, 0, 0, 0- 



5.4.8 



On garde les hypothèses et notations précédentes, on rappelle que 2t ^ A — D ; on garde l'hypothèse C = + 
pour clarifier la situation. Pour simplifier les notations, on pose nD,\ ■= ^d.\)- Pour C 'E]B,A], on a 

défini Xc =< p\ |^, • • • , p\ \~'-' x oii Yc = Jacs+2.... ,c7r(V'', e', {p,AB + 2,C = +,eo). Pour 7? = ±, on pose 
7r(V/, e', (p, A, S + 1, C = +, r?), (p, B,B,C = +, ry^o)). 

Lemme : On suppose que D + 1>B — leton Exe C A] et rj = ±. 

(i) Alors ttd.x n'est pas sous-quotient de JaCxeTo-^c sauf si C — B + l ^ 2t. 

(ii) Supposons que C — B + 1 = 2t. On note le tableau 

B + 1 A 

B-2t + 3 ■■■ B-t + 1 D + 1 

B -2t + 2 ■■■ B-t ■■■ B -1 

-B + 2 ■■■ -B + t 

Alors, 

JaCxeTo^c = JaCxeTi,TT{tp', e', {p,A-l,B + 1, êq))- (1) 

(m) Supposons encore C — B + 1 = 2t. On note Ta-2.b.d l'analogue de Td mais en remplaçant le couple 
{A, B) par {A — 2, B) ; D est sans changement d'où t devient t—1. La multiplicité de ttd.x comme sous-quotient 
de JaCxeTo-^c est la même que sa multiplicité comme sous-quotient de JaCxs^TA-2 b o'^^i'^P' 1 ^' i iPi ^ ~ 2, -B, C = 

(iv) Soit rj = ± et Ta-2,b-i,d l'analogue de mais en y remplaçant {A, B) par {A — 2,B — \). La multiplicité 
de TTjj^x dans JaCxi^To-^ri est si rjeo ^ e{p, i? — 1, i? — 1, C = +) et égal à la multiplicité de t:d,\ comme sous- 
quotient de JaCxeTA-2 b-i r>'''(V'"i ê"j (Pj ^ ~ 2, B — 1, ^ = +, 77)), où ici "0", e" se déduit de ip' , e' en eiiievant le 
bloc (p,B-l,B-l,C = +). 

(v) La multiplicité de tt]j \ comme sous-quotient de Jac^rg-j-j-, 7r('0, e) est sauf si t — Bet A — — e(p, 1, 1) où 
eiie vaut 1. 

(i) est un calcul fait en l5.4.5l en posant avec les notations de loc. cit ^ = 2t : on y a montré que si i > C — B + 1, 
le module de Jacquet est nul. Si^<C — B + l dans le calcul de ce module de Jacquet il y a une induction avec 
le facteur < p\\~^ , ■ ■ ■ , p\ j-c^+^-i qui fait que l'ensemble £ associé à tt ne peut être réduit aux éléments de Tq. 
D'oil (i). Supposons donc que 2t — £ = C — B -\- 1, \e (ii) est le calcul déjà fait comme expliqué ci-dessus. 

Pour montrer (iii), il faut transformer qui est dans le résultat de (ii) en Ta-2.b.d- Pour cela, on note 
momentanément T" le tableau qui se déduit de T' en supprimant B — t+1, ■ ■ ■ ,5 — 1 de la ligne qui commence 
par B — 2t + 3 et on a aisément, pour toute représentation X 

JaCxeT^X = Ja,Cxe[B-t+i,B-i]JO'CxeT"X. 

Mais Xx(z[B-t+i,B-i]P\ r ^ ''^D,\ est isomorphe à Xx^i-B+i,-B+t~i]P\ T ^ a- Ainsi, on peut remplacer T' par 
T" auquel on rajoute comme dernière ligne le segment [—B + 1, —B + t — 1]. Cela termine la preuve de (iii). 
Pour démontrer (iv), on calcule d'abord 

JaCxe[B,-B+i]TT{i'', e', {p, A, B + 1, ( = +, v), (p, B,B,C^ +, r/eo))- (2). 

Cela vaut si rjeo ^ ^{p,B — 1, i? — 1, ^ = +) et Tr{tp",£", {p,A,B + 1,77)) sinon. Ensuite, on calcule le Jac 
suivant les 2 premières lignes en utilisant 14.41 et on trouve directement (iv) . 

Montrons maintenant (v). Supposons que tt soit un constituant irréductible de 7r(-0,e) avec D vérifiant 
D + 1 > S ; on suppose aussi que JaCxi^Sn^ 0. On montre que JacB,- -,-AT^ = 0. En effet, on note a' la 
représentation irréductible qui correspond au tableau Ed dont on a enlevé le dernier élément des 2t premières 
lignes. On a aisément 

^'^a'x <p||'^,-- - > XTTi^a, 

pour C, convenable. Or la représentation < p| • • • ,p| |^+^ > xnD,\ a un unique sous-quotient irréductible, 
X, qui vérifie JacA, -- ,d+iX ^ 0; c'est la représentation qui correspond au paquet élémentaire se déduisant 
de V'-DîÊ-D.A, en remplaçant le bloc {p,D,D,( = -\-) par {p,A,A,( = +) sans changer le caractère sur ce bloc. 
Mais cette représentation vérifie Jqc^aX = 0. Il est nécessaire que tt ^ cr' x X et on en déduit l'assertion 
JacB,- - — 0. 



Revenons au calcul de la multiplicité de iTjy^x en tant que sous-quotient de JaCx(^£o''^{ijj,()- D'après ce qui 
précède c'est exactement la multiplicité avec laquelle il intervient dans 

additionnée de celle avec laquelle il intervient dans 

(_l)[A-S+l)/2]^(A-B+l)^A-B_^^^^^^^_^^^_^^(^.^ (p, A - 2, B - 1, C = +, V)) 

où 77 = eoe(/0, B - 1, B - 1, C = +). 

Comme on va le voir, on connaît ces multiplicités en appliquant par récurrence 14 . Il et on va pouvoir montrer 
les propriétés cherchées. 

Par récurrence, on connaît la structure de Tr{%p' , e' , {p, A — 2,BX = +,eo)); on va la décrire et apphquer 
JaCxeTA-2 i3 £> 6t compter la multiplicité de tt^a dans le résultat. 

Il y a les sous-modules qui vérifient JacB.--- ,-{a-2) mais ceux-là donnent quand on leur applique 
JaCxeTA-2 B D d'après ce que l'on vient de voir (en remplaçant encore {A, B) par {A — 2, B) ; 

et il y a les termes dits complémentaires de 14.11 c'est-à-dire les représentations 

TT^, := 7r(V'', e', Uce[B,A-2] {p, C,C,C = +, (-l)*^??')) 

où A' = ± vérifie y-ce[B,A-2]{{—^)'" v') = ^o- H faut distinguer suivant les valeurs de r}' possibles : 

pour 77' tel que (—1)^77' ^ e(p, B ~ l, B — IX — +) ] dans ce cas tt^' est spontanément de la forme ■kd,\ mais 
pour la valeur D = A — 2ei\ = e(/3, 0, 0, C = +)• Cette représentation intervient eflFectivement avec multiplicité 
1 mais aucune autre valeur de D n'apparaît. La condition pour que cela puisse se produire est donc : 

^ce[BA-2]{{-^f{-^f'^^{p, S - 1, S - 1, e = +)) = eo- (1) 

pour 77' tel que (—1)^77' = e(p, S — 1, B — 1, C = +) ; dans ce cas le D et le A associé a cette représentation 
vérifie D = A — 2 — 2inf{B,A — 1 — B). En revenant à la notation t telle que A — D = 2t, on va avoir 
t = 1 + inf{B, A ~ B — 1). Mais on sait a priori que t < B (dans le tableau Td il y a au plus 2B lignes et au 
moins 2t lignes). Ainsi nécessairement A — B + 1 < B. D'où encore D = A — 2 — 2{A — B — 1) = B — {A — B) et 
D + 1 — B — {A — B — 1) < B contrairement à l'hypothèse de l'énoncé. Ces représentations ne nous intéressent 
donc pas. 

Par récurrence, on connaît aussi la structure de 7r(î/'", e", if, A — 2, B — 1, 77)) pour 77 véfiant 7760 = e(p, B — l, B — 
1,C — +) ; comme ci-dessus, nous n'avons à nous préoccuper que des représentations dites complémentaires 
dans 14.11 II s'agit des représentations tt^" := T^{ip" ,e" ,Dce[B~i.A-2]{p,C:CX = +î (—1)*" '?"))' oii 77" vérifient 
Xc(z[B-i,A-2]{{—^)'"il") — V- Il faut distinguer suivant les valeurs de 77" possibles : 

pour 77" tel que (— 1)-^^^77" ^ e.{p,B — 2,B — 2,Ç, = +) (on suppose ici que i? > 2 et on verra les "petits 
cas" plus loin) ; dans ce cas tt,,// est spontanément de la forme tt{D,X) mais pour la valeur D = A — 2 et 
A = e(p, 0,0, C — +). Le problème ici est donc d'éliminer cette représentation avec son analogue trouvée ci- 
dessus. Déjà elle n'intervient ici que si 

n ((-l)^(-l)^e(p, B-2,B-2X = +)) = eoe{p, S - 1, S - 1, C = +) 

Ce[B-l,A-2] 

On rappelle que e{p, B ~ 2, B ~ 2,( ^ +) = —f {p, B — l, B — 1, C, — +) par hypothèse. Cette condition se récrit 
donc 

n ((-l)^(-l)^-ie(p, B - 1, s - 1, c = +)) = eoe{p, B-1,B-IX = +) 

CelB-l,A-2] 

ou encore, en changeant l'intervalle du produit : 

n ((-l)^(-l)^-^e(p,S - l,B-lX = +)) = 

CelB,A-2] 

(-l)^-i(-l)^-ie(p, B-1,B^1X = +)eoe{p, B - 1, B - IX = +) = eo 

Ceci est donc exactement la condition (1). La multiplicité avec laquelle elle intervient dans JaCx^TD''^{''pT^) 6st 
donc directement si (1) n'est pas satisfait et sinon, il faut se rappeler les signes, cf. ci-dessus et que D = A — 2^ 

(-1)^-^-1 + (_l)[(^-B + l)/2]^(A-S+l)gA-B^ (2) 



On remplace dans (1) e{p, B — 1, B — 1, Ç = +) par t^êq- La condition (1) se récrit 

C'e[l,{A-B-l)] 

ou encore rj^-^+h^-^ {^1)^'^-^^^ = 1. Or (i)[(^-s+i)/2]+[(A-b)/2 ^^^^ 1 si A - B est pair et -1 si A - B est 
impair. En d'autres termes cela vaut (— La multiplicité cherchée en (2) est donc 0. 

Il reste à regarder le cas où rj" est tel que (— l)^~^r/' = e{p,B — 2,5 — 2, C — +)■ Dans ce cas, le D et 
le A associé a cette représentation vérifie D = A — 2 — 2inf{B — 1, A — _B) et A est déterminé par la valeur 
de D. C'est-à-dire exactement A = e(p, 0, 0, C = +) si A — _B < B — 1 et l'opposé si A — _B>_B — 1; il suffit 
maintenant de remarquer qu'ici D = A—2inf{B, A — B + l et on trouve la contribution d'une des représentations 
complémentaires de TT{tp, e) (celle qui vérifie t]{—1)^ = e{p, B — 1, B — = +)) dont on a déjà prouvé qu'elle 
intervient avec multiplicité 1 exactement (|5.4.1|l . 

Il nous reste à regarder le cas B = 1; cela se fait comme ci-dessus mais en plus simple car il n'y a qu'un 
type de représentations complémentaire pour une représentations 7r(^/)', e', {p, A', 0,( = +, Cq)) qui correspond à 
D = A'. Cela termine la preuve. 

5.4.9 Fin de la preuve de ce cas particulier 

Proposition : sous les hypothèses de ce paragraphe, le théorème \4.1\ est vrai. 

Fixons TT un constituant de 7T{ip, e) ; on note D, A les nombres qu'on lui a associés en 15. 3. 41 et 15.4.21 

On a déjà montré que tt satisfaisait aux propriétés de 14. Il sauf éventuellement siZ3 + l>-Bet7r~ '^Td,d.\- 
On veut éliminer ce cas sauf sit = BetX = — e(p, 0, 0, C = qui est l'une des représentations complémentaires 
de l4.1l On suppose donc encore que le couple (D, A) ne vérifie pas cette dernière condition et on a alors démontré 
que la multiplicité de '!Td,\ dans JaCx!^To''^{i^^ ^) 6st 0. Il faut en déduire le résultat cherché ; pour cela il suffit de 
montrer que si tt' est un consituant irréductible de 7r('0, e) tel que JaCx^To^' contient tt^^x comme sous-quotient 
alors tt' ~ itt.d,\- Fixons donc tt' comme ci-dessus dont le module de Jacquet contient comme sous-quotient 
®x^TdP\ r ® ^D.\- On sait d'après 15.4.41 et [ïï!4.2l que soit tt' est un sous-module de 

<p||^,--- ,p|r^> x^(^',e',(p,A-l,B + l,eo))) (1) 

soit tt' = 7rr,5,Ci ce que nous voulons. Mais le début de la preuve de (v) du lemme précédent élimine la première 
possibilité, (1). D'oià le corollaire. 

5.5 Extension 

Ici on étend la preuve ci-dessus au cas oii cas très voisin oii on suppose : 
(p, A,B,( — +, Êg) est l'unique bloc de Jordan vérifiant A — B > 

il existe Cq < B et un signe e tel que {p, C, C, Ce, (— G Jord{ip, e) pour tout C < Cq ; 
on peut toujours supposer Ce = C ^cf l2.3|l et ce sont donc les hypothèses de l5.3.1l 

On fixe encore tt une composante irréductible de tt{4^, e), on suppose encore que C = + et on montre comme 
en l5.4.3l que soit 

JacB,- - / 

soit JaCx^TT^ 7^ 0, où 

B ••• A 
T := ■■ ■■ : 

Co + 1 • ■ • Co -f A - B + 1 

Or, posons s := _B — Co ; en particulier le tableau ci-dessus a s lignes. On note ctt la représentation associée par 
Zelevinsky à l'ensemble des segments qui constiuent les lignes de T. On montre d'abord l'assertion suivante : 
soit TT un constituant irréductible de 7r('0, e) tel que JaCx^TÎr ^ ; alors JaCxi^TT^ est irréductible, notons le X. 
Et TT est l'unique sous-représentation irréductible de l'induite ax >^ X . 

On le montre en fixant un sous-quotient irréductible Y de JaCx^T tel que tt soit un sous-module de l'induite 
ctt X F ; l'existence d'un tel Y est facile par réciprocité de Frobenius et utilisant bien sûr le fait que JqCxTt 7^ 
avec |a;| < A nécessite x = B. Le point est de montrer que JaCyY = pour tout y € [Cq -|- 1, A]. Or s'il n'en est 
pas ainsi, il existerait une représentation Y' et une inclusion 



TT ^ ar X p\\y X Y'. 



Cette inclusion se factorise par un sous-quotient irréductible de ctt x p\ note a' . Mais il résulte des classi- 
fications de Zelevinski qu'un tel a' va avoir la propriété qu'il existe y' < B, y' > Q tel que JaCy/a' ^ 0. Ceci 
donne une contradiction JaCy/n ^ 0. Cela prouve que JaCxeTO'T x Y = Y d'oii l'irréductibilité de JaCx^T et 
aussi l'unicité du sous-module irréductible de cette induite. 

Cette assertion montre que l'application JaCx^T induite une bijection entre l'ensemble des constituants 
irréductibles de 7r(^, e) tel que ce Jac soit non nul et l'ensemble des sous-quotients irréductibles de JaCxçT'^{'4', e)- 

On calcule facilement JaCxeTT^ii^T^) c'est le calcul de 14.41 et on trouve : 

JaCx(^TT^{tp, e) = 7r(i/'', e', (p, A - s,B - s.Q = +, eo))- (1) 

Le membre de droite de (1) est précisément le cas que l'on vient de traiter. Ses constituants irréductibles sont 
donc de 2 types, les appelés termes complémentaires et ceux qui vérifient JacB-s, -- ,-A+s 7^ 0. Soit d'abord 
tt' un tel constituant vérifiant JacB-s, -- .-a+sT^' 7^ ; on a déjà vu qu'alors JacB-s, -- .-a+sT^ est un constituant 
irréductible de tt^j' , e',A — s — 1,B — s + l^ — +, co)) que l'on note tt". Soit tt le constituant de n{%p, e) qui 
correspond, c'est -à-dire : 

n^arx < p| . . . ,p\\-^+' > xn" . 

On note T' le tableau T auquel on a enlevé la première et la dernière colonne et on note aq-' la représentation 
associée. Alors on a : 

aT--<p||^,--- ,p| 1^-^+1 > xaT'X <p||^,... ,p| 1^-^+1 >. 
On utilise l'isomorphisme : 

ar' X < p| 1^, . . . , p| >x<p\ |^~^ ■■■,p\ > 

^<pll^-^••• ,pir-4+s> xdT'X <p||^,... ,pi 1^-^+1 > 

qui vient des résultats standard de Zelevinsky. On a besoin de l'isomorphisme : 

< p| r, • • . , p| 1^-^+1 > xn" c.< p\ \-^+^-\ • • • , p| > xn'\ 

qui vient du fait que tt" est un constituant de tt{iP' , e',{p,A — s — 1,B — s + 1,( = +,eo) : p\\^ x tt" est donc 
irréductible pour tout x S — s -|- puisqu'un tel x n'est pas de la forme C + 1 avec C G [A', S'] oîi 
(p. A' , B' , Ç') un bloc de Jordan pour tp' U {p, A — s — A, B — s + 1,Ç = +) (cf. El que l'on étend facilement à 
notre cas, en utilisant 14.21 par exemple). 

On a encore ctt' x < p\ l"^"*"^"^, • • • , p| l^'^ >~< p\ 1^"*+"^^, ■ • ■ ,^11""^ > xax'- En remettant tous cela 
ensemble on obtient JacB. att ^ 0. 

Il ne nous reste donc plus qu'à considérer les termes dits complémentaires qui interviennent dans le terme 
de droite de (1). Fixons donc 77' tel que x c^[b-s.a-s]{{~^)'" v') — ^0 et posons 

x;, = 7r(^', e', Uce[B-s,A-s] ip, C.C^^ +, (-l)S'))- 
Et on note X^i l'unique représentation irréductible telle que : 

^ (Jr X X'^y . 

Une application directe de montre que X^i = 7r('0', e', Ucgjs.^] (p, C, C, C = En posant rj = 

{—\Yri' on obtient exactement la représentation complémentaire pour 7r(^/', e) correspondant à cet rj ; la relation 
que doit satisfaire 77 est évidemment satisfaite grâce à celle satisfaite par 77'. Cela termine la preuve. 

5.6 Réduction 

5.6.1 Inversion des socles 

Avant de pouvoir faire les réductions, on a besoin du lemme technique ci-dessous. Il emploie les notations 
suivantes : [x,y] est un segment croissant ou décroissant et 5 :=< p\\^, - ■ ■ , p\\^ > est soit un module de Speh 
soit une série discrète. De même [x',y'] est un segment croissant ou décroissant et S' :=< p'| |^ , • ■ • ,p'\ |^ >. 
On suppose que —y ^ [x,y] et que —y' ^ [x',y']. On suppose aussi [x,y] C [a;',?;'] et x',y' ^ [x,y] ce qui ne 
suppose pas que [x,y] et [a;',?;'] ait la même propriété de croissance. 

Soit X une représentation semi-simple et on suppose que pour tout z G [x,y] et pour tout z' G [x' , y'] on ait 
JaCz^--- ^yX = et JaCz'^--- ,y'X — 0. Alors 



Lemme : On a l'égalité des socles : < S,< S' , X >>=< S' , < S,X >> . 

Pour démontrer cela, on peut supposer comme nous le ferons que X est irréductible. On remarque que l'induite 
(5 X (5' du GL convenable est irréductible grâce à l'hypothèse [x,y] C [x',y']. On va démontrer que l'induite 
5' X S X X a un unique sous-module irréductible ; cela suffira car tout sous-module irréductible de S'x < ô,X > 
coïncidera avec ce sous- module qui vaudra donc < S',< ô,X >>. Mais 5 x S' x X ~ S' x S x X . La première 
induite a donc elle aussi un unique sous-module irréductible, ce sous-module coïncide nécessairement avec 
< (5, < S',X >. D'où l'égalité du lemme. Montrons donc l'unicité. Par réciprocité de Frobenius, il suffit de 
montrer que 

JaCx' ,y',x,--- ,yS' X S X X ^ X. 

On vérifie d'abord que JaCx' ,y'5' x 6 x X = 5 x X . Il est clair que ô x X est un constituant du module de 
Jacquet cherché et si ce n'est pas le seul, il y a un découpage de [ce', y'] en 3 ensembles EiL) E2U E3 ordonnés 
par l'ordre induit du segment tel que JaCz^Ei^' ^ 0, JaCz^E^{5')* ^ et JaCz^Es^ x X ^ 0. Or y' ne peut être 
ni dans E2 ni dans E^ d'après les hypothèses faites. Donc y' & Ei. Mais la non nullité de JaCz^EiS' avec y' £ Ei 
force El — [x\ y']. Il ne reste plus qu'à calculer JaCx,--- ,y6 x X, ce qui se fait de façon totalement analogue pour 
trouver X. Cela termine la preuve. 

5.6.2 Un résultat technique 

Soit Y' une représentation irréductible de G{n'), c'est-à-dire d'un groupe de même type que G et de rang 
n'. On fixe p et des demi-entiers a, b, a', h' . On suppose que a — h et a' — b' sont des entiers relatifs et on pose 

5 :=< p| I", • • • , p\ \^ > et S' :=< p\\°- , ■ ■ ■ , p\\'' >. On a en vue un résultat du genre : soit Y un sous-module 
irréductible de 6' xY' , alors il existe une bijection (naturelle) entre les sous-quotients irréductibles de 5 x y et les 
sous-quotients irréductibles de 6xY' ;\a bijection étant donnée par Jaca',-- .b' - Un tel résultat est tout à fait faux 
en général, la condition minimum pour qu'il puisse être vrai est que les induites dans GL{dp{a + a' — b — b' + 2)), 

6 X 6' et 6 X {6')*) sont irréductibles. Nous ferons donc cette hypothèse dans tout ce paragraphe et nous 
ferons aussi comme hypothèse dans tout ce paragraphe que pour tout x G JaCx, -- .b'Y' et que soit 
{a, -b} n [a', b'] = soit {b', -b'} n [a, 6] = 0. 

5.6.3 Calcul élémentaire 

On va constamment utiliser de proche en proche le calcul élémentaire suivant : soit X une représentation 
(non nécessairement irréductible) de G et soit a, (3 des demi-entiers tels que a — P € Z. Soit encore y un 
demi-entier. Alors Jacy{< p\ |", • • • ,p| l'^ > xX) est, dans le groupe de Grothendieck, la somme d'au plus 3 
représentations : 

< p\ ■ • • :P\\^ > si a = 2/ et alors C est le signe de a — (3 

< p| I", ■ • ■ ,p\ X X si — /3 = y et ( est alors comme ci-dessus 
<p||",--- ,p|P> xJaCyX. 

5.6.4 Conséquences des hypothèses 

Montrons tout de suite la conséquence des hypothèses faites ci-dessus : 
pour tout X G [a', 6'], JaCx,--- ,b'{S x Y') — 0. 

Supposons d'abord que {a,—b} n [a',b'] = alors JaCx,--- ,b'{S x Y') ~ 6 x JaCx.--- ^b'Y' d'après IB.6.31 de 
proche en proche seul le 3e cas est possible. 

Sous l'autre hypothèse, {6', —b'} n [a, b] = 0, on n'a pas l'isomorphisme précédent mais JaCx,--- ,b'{5 x Y') ^ 
nécessite qu'il existe un sous-ensemble E C [x,b'] (qui peut a priori être vide) tel que JaCx'^EY' 7^ 0, et une 
décomposition de [x,b'] — E en deux sous-ensembles E^ et E- tels que JaCx^(EE+5 7^ et JaCx_i^E-6* ^ 0. 
Cela entraîne déjà que E^ est de la forme [a, ai] et que E- est de la forme [— 6, Comme par hypothèse ni 
b' ni —b' ne sont dans [a, 6], E contient b' ce qui est impossible par hypothèse et prouve l'assertion 

Montrons encore : 

si -b' i [a', 6'], Jaca'.,...b'{^ x8' xY')=ixY' 

si -b' G [a', 6'] mais [a', -6'[n{a, -6} = et Vy G [a', JaCyY' = 0; alors JaCa' .... .b'{^ x 5' xY' est 
exactement la somme de 2 copies de 5 xY' . 

On raisonne comme dans le 2e cas ci-dessus en remarquant que 5 x 5' x Y' '2^ 5' x ô x Y' : \e calcul du 
module de Jacquet se fait en considérant les découpages de [a' ,b'] en 3 sous-ensembles, F+,F-,F tels que 
JaCyj^^F^S' ^ 0, JaCy_(zF_{5')* 7^ et JaCy^pS xY' ^0. Ainsi est de la forme [a', ai], F- est de la forme 
[—6', 61] et F est le complémentaire. Supposons d'abord que —b' ^ [a', 5']. Dans ce cas F_ est vide et F est un 
segment d'extrémité b' ou est vide. Or on sait que si F est non vide JaCxepi^ ^ ~ 0- Donc F est aussi vide 
et il n'y a qu'un choix de découpage. D'oii le résultat. 



On suppose maintenant que —b' G [a',b']: alors donc F vaut (]ai, — &'[U]&i, D'abord on montre que 
dans le découpage ci-dessus, si F- est non vide, nécessairement bi = b'. En effet, JaCx£]ai,-b'[u]bi,b']X ~ 
JaCx^]bi,b']u]ai,-b'[^ j pour toute représentation X, l'isomorphisme venant de ce que pour tout élément xi de 
]bi,b'] et tout élément X2 de ]ai, —b'[, xi ^ X2 1. Ainsi, il faut en particulier JaCx(z]bi.b']{^ ^ Y') 7^ ce qui 
entraîne que 61 = b' si F- est non vide. Continuons de supposer que F- est non vide et montrons que ]ai, —b'[ 
est vide. Notons y le premier élément de cet intervalle s'il est non vide; on doit avoir Jacy{5 x Y') ^ 0. On a 
énumérer les situation où cela pouvait se produire et les hypothèses ont été mises pour précisément éliminer ces 
cas. Ainsi, il y a au plus un découpage possible avec F_ ^ 0. Ce découpage fonctionne d'ailleurs très bien. Il 
n'y a aussi qu'un découpage avec F- = 0, c'est celui 011 F+ — [a', b'] (sinon il faudrait JaCy^]ai,b']{^ x Y') ^ 0). 
Ensuite le résultat cherché s'en déduit. 

On suppose ici que —b' ^ [a', b']. Comme cas particulier (oii [a, b] est vide) de ce que l'on a vu ci-dessus, on sait 
que JaCrc^[a',b']S' xY' c^iY' est irréductible. En particuHer l'induite S' xY' a. un unique sous-module irréductible, 
que l'on note Y et Y intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient de cette induite. 

5.6.5 Enoncé du résultat technique et démonstration 

Lemme : On Exe a, b, a' , b' comme ci-dessus en supposant que —b' ^ [a', b'] et soient Y', Y comme ci-dessus 
L'application qui à un sous-quotient irréductible 6 deôxY associe Jaca',- - ,b'0 définit une bijection de l'ensemble 
des sous-quotients irréductibles de S x Y dans l'ensemble des sous-quotients irréductibles de 6 x Y' . 

D'abord on considère les morphismes d'entrelacement (standard) entre induites dépendant d'un paramètre 
s e C, 

M{s) : {ô'y\ xSxY' ^ ô'\ \-' xôx Y'; 

M'{s) : {5')*\ 1" X y ^ 5'\ \-' X Y'. 

On normalise M' [s) de sorte que l'opérateur normalisé, N'{s), soit holomorphe non nul en s = 0. A ce moment 
là, en utilisant les normalisations de Langlands pour les groupes linéaires, on normalise M(s) de façon à ce que 
M{s) s'écrive comme composé de l'opérateur, N(si-j,^s{s) qui échange {ô')*\ x S en S x {S')*\ j'* puis N'{s) 
puis l'opérateur NsxS'{—s) qui échange ô x ô'\ l^'* en S'\ x S. Les opérateurs dans les groupes linéaires sont 
holomorphes en s = et bijectifs grâce à l'hypothèse d'irréductibilité faite. 

On vérifie que {ô')* x Y' a. Y pour unique quotient irréductible car ces quotients irréductibles sont les 
sous-modules irréductibles de l'induite S' x Y' (on utilise le fait que la représentation duale d'une représentation 
irréductible d'un groupe classique tel que considéré ici est la représentation de départ tordue éventuellement par 
un automorphisme extérieur venant du groupe des similitudes). De plus comme Jaca\--- fi' 5' x Y' est irréductible, 
Y intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient dans cette induite. La non nullité de M'(0) entraîne alors 
que son image est exactement Y . Ainsi N{s) est défini en s = et a une image qui est isomorphe kôxY . On note 
7V(0) l'opérateur ainsi défini ; on n'a pas le choix N{s) est le produit de l'opérateur d'entrelacement standard par 
une fonction méromorphe de s. On filtre ô xY' par des sous-représentations Vi pour i parcourant un intervalle 
de N, filtration croissante de tel sorte que les sous-quotients soient irréductibles. Ainsi, pour tout i, N{0) induit 
une application de {S')* x Vi dans 6' xVi et par passage au quotient, si l'on note 9i le sous-quotient irréductible 
de cette filtration au cran i, une application de {ô')* x 9i dans S' x 9i. On vérifie que 5' x 9i a, un unique sous- 
module irréductible et qu'il intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient de l'induite : en effet, puisque 
9i est un sous-quotient de (5 x F', pour tout x G [a', 6'], Jacx, -- ,b'Oi est un sous-quotient de Jacx, -- ,b'iS x Y) 
et vaut donc 0. Comme ici, —b' ^ [a',&'], cela entraîne que JaCa\... ,b'{S' x 9i) = 9i. D'où les assertions et cela 
entraîne aussi que 9i est l'unique quotient irréductible de {S')* x 9i. Ainsi l'image de A^(0)(^')* x 9i est soit 
soit l'unique sous- module irréductible de ô' x 9i que nous noterons 9i. Ainsi l'image de l'application de départ 
A^(0), admet une filtration dont les sous-quotients sont certains des 9i précédemment définis. Comme on sait, 
a priori, que l'image est isomorphe a, 5 xY , tous les 9i doivent intervenir (il suffit par exemple de comparer les 
modules de Jacquet JaCa' ,b')- La bijection du lemme est l'inverse de l'application 9i ^-^ 9i. Cela termine la 
preuve du lemme. 

5.6.6 Première réduction 

On suppose ici que Jord{ip) contient 2 quadruplets {p,A,B,() et {p' , A' , B' X'). Dans cette partie on 
démontre 14.11 par récurrence sous cette hypothèse. C'est le cas où p' = p qui est le plus difficile et pour 
éviter les fautes de frappe, on suppose donc que p' = p. Il n'y a aucune difficulté dans la démonstration qui 
va suivre, uniquement un problème de notations. On reprend d'abord les notations, pour C g]B',A'], où 
e'o = eip,A\B',C) 

ôc :=<p|l'^'^',---,p|r'^'^'>. 



On note ip" , e" le couple qui se déduit de i/i, e en enlevant à la fois (p, A, B, (, êq et (p, A', B' , Co- remarque 
que l'hypothèse que ^/jo A est discret assure que si ^ > v4' alors [B' , — A'] C [—B, B] alors que si A' > A l'inverse 
se produit, [B, —A] c [—B',B']. On pose 6 =< p\ , ■ ■ ■ ,p| 1"''"^ > et pour C" comme ci-dessus : 

ô'c, :=<p|r^'+i),...,p|P'. 

On sait grâce à 14.41 que l'on peut appliquer par récurrence que l'on a : 

Jacç-(s'+2),..c'c"r(^", e", (p, A, B, C, Co), (p, A', B' + 2, C', e'„)) = 

< 5'c,,A^\ e", {p, A, B, C, eo), (p, A' -1,B' + !,(', e',)). (1) 

La preuve, dans son esprit, est simple : on utilise {p, A' , B' , (') pour donner la définition de 7r('!/;,e); cette 
définition fait intervenir des 7r(-0,ê) pour les quels {p,A,BX) est un bloc de Jordan; on applique alors 14. il par 
récurrence à ces représentations. Puis ensuite on "fait commuter" pour revenir en arrière. Précisément : 

7r(V', e) = (Bc'e]B',A'] x < 5^,, ^(^", e", (p. A, B, C, eo), (p, A' - 1, S' + 1, C', êq)) 

e,,^±(-l)[(^'-^'+i)/2l (ry')^'-^'+^(ÊÎ,)^'-^'7r(^", ê", (p, A, S, C, eo), (p, A', B' + 1, C', ^'), (P, B\ B' , v'^',))- 
On applique donc 14. il par récurrence en utilisant (p. A, B, ^) et 7r('(/', e) est donc la somme des termes suivants : 

®c'e]B'A'] {-l)^'-'''5c- x<S'c,,<ô, ^(^", e", (p, A - 1, S + 1, C, eo)(p, ^' - 1, i?' + 1, C', 4)) » (2) 

©C'e]B',A'];,=±(-l)-''"''''5c' X < S'c,, ni^p", e" , Uce[B,A](p, C, C, C, (-l)''"'??), (p, A' -1,B' + 1, C', e^)) > (3) 

< 5, e", (p, A - 1, S + 1, C, Êo), (p, A',B' + 1, C', 7?'), (p, B\ B', C, 77'e^)) > (4) 

^(V'", e", Uce[B,A] (p, C, C, C, (-1)^^'??), (p, A', S' + 1, C', ry'), (p, S', S', C, ^'eo))- (5) 
Les termes (3) et (5) donnent immédiatement : 

©,=±^(V'", e", Uce[B.A](p, C, C, (-l)f^i??), (p, A', B', C', e;,)). 

Le point est donc de montrer que dans (2) et (4) on peut faire sortir < S, ?. On montre que pour C G]i?', A'] : 

<ô'c,,< ô, 7r(^", e", (p, A - 1, B + 1, C, eo), (p, ^' - 1, S' + 1, C', £0)) 

< < <5t„ 7r(V'", e", (p, ^ - 1, B + 1, C, êo), (p, A' -1,B' + 1, C', e[,)) » ■ 

Cela résulte de l5.fi. li en tenant compte du fait que les hypothèses de ce lemme sont satisfaites, pour l'inclusion 
entre les segments, on l'a dit ci-dessus et pour la nullité des modules de Jacquet, on l'a prouvé en 13. 41 On pose : 

■.^<ô'c,,7r{r,e"Ap,A-l,B + l,Ç,eo),ip,A' -1,B' + l,C,e'„)) > . 

On veut encore que l'ensemble des sous-quotients irréductibles de ôc x < ô, Yc > coïncide avec l'ensemble des 
sous-quotient de la forme < S, Z >, oh Z est un sous-quotient irréductible de Sc' x Yc- C'est l'objet du lemme 
technig ue 15 . 6 . 51 dont la démonstration est reportée à la fin du papier ; le couple S, 6' de loc.cite est ici le couple 
Sc',S, donc le segment [a,b] de loc.cite est ici [C B' , —('C'], le segment [a',b'] de loc.cite est ici [(B,~CA\ et 
Y' de loc.cite est Yc- La nullité de JaCx. -- -qaYc' pour tout x e [C-B, — C^] résulte immédiatement de 13.41 : les 
autres hypothèses sur les segments et leurs extrémités sont immédiates à vérifier. 
En regroupant maintenant (2) et (4), on obtient directement 

< ,5, 7r(V'', e', (p, A - 1, B + 1, C, êo), (p, B' , C\ e'^) > . 

Ceci termine la preuve. 



5.7 deuxième réduction 

On suppose donc maintenant que pour tout {p',A\B',Q') G Jord^ip), A' = BA sauf pour un quadruplet, 
encore noté (p, A, B, (). 

Ici on suppose qu'il existe un tel C tel que (p, C , C", C', êq) G Jord{ip, e) pour des signes convenables mais 
que C" > 1 et (p, C" - 1, C" - 1) ^ Jord(V' o A). 

On note ip,ê l'analogue de tlj,e quand on remplace C" en C" — 1 sans changer C'i^'- Pour C ^]B,A], on 
reprend la notation Xc et pour 77 = ± la notation Xr/ de 15. Il 

On vérifie alors aisément en ut ilisant l5 . 6 . 51 a ue Jacçic induit une bijection entre l'ensemble des sous-quotients 
irréductibles de Xc pour tout C A\ et l'ensemble analogue quand on remplace e par -0, ê. Ceci est aussi 
vrai pour les représentations X^ avec rj = ± intervenant dans la définition de 7r('0, e). Ainsi on vérifie que 

7r(V',e) =< p\ |^'^',7r >, 

donc en particulier tt(tP, e) est une somme de représentations irréductibles. On applique 14. Il à 7r(?/', ê) (ici encore 
ÊO = A, B, C) et 5 p| |«^, • ■ • , p| 1"?^ > d'où ^(^, e~) = 

<(5,7r(V;',e~',(p,A-l,i? + l,eo)) (1) 

©r,=±^(Vi', è', Uce[A,s](p, C, C, C, (-l)f^l?7))- (2) 

Pour conclure on utilise l'échange des socles H5.6.1|) appliqué à S comme ci-dessus et ^' = p| |^ . On obtient 
donc 

(1) =< ô, < p\ 1^'^', 7r(,À', ip,A-l,B + 1, C, eo) » 
Mais < p\ f^',Tr{iP',è',{p,A-l,B + l,C,eQ) tt{^j' , e' , {p, A - 1, B + 1, C, eo))- De même : 

< p\ 1^'^', ^(Vi', è', Uce[A,B](p, C, C, C, (-1)'^!^)) >- 7r(^', e', Uce[A,B](p, C, C, C, (-l)'^'^)) 
pour tout 77 = ± possible. D'oi'i l4.ll sous ces hypothèses. 

5.8 Troisième réduction 

Il nous reste donc à voir le cas 011 {p, A, B, C, éq) est l'unique élément de Jord{ip, e) tel que A > _B et où pour 
tout demi-entier C" G [1, -B — I], si {p, C , C , C) G Jord{ilj), alors il existe un signe tel que (p, C — I, C" — 
£ Jord{il}). On a réglé en 15.41 où e alterne sur tous ces blocs de Jordan. On a donc à régler le cas où il 
existe C" tel que {p,C' ,C' ,C') G Jord{ip) et {p,C' — I,C" — 1,C") € Jord{ip), le caractère e prenant la même 
valeur sur ces 2 blocs. En fixant C minimal avec cette propriété ; on peut imposer que C" — C car la définition 
de 7r(^, e) ne dépend pas de ^" car le signe est alterné sur les blocs plus petit ou égaux à C" — 1 en commençant 
par -1 si C" est un demi-entier non entier. On fixe donc C", C', êq 1^ valeur de e sur (p, C , C, C,'). On va ramener 
ce cas à un dernier cas qui sera traité dans le paragraphe suivant. 

On pose TT±{il>,e) := ^{ip^e) © Tr{ip,e^) où (jJjjE^) se déduit de ■07 e en changeant simplement e sur les 2 blocs 
{p,C' ,C' X') et (p, C" — 1,C" — 1,C') en son opposé. On note V'i ê le couple qui se déduit de ip,e en enlevant 
les 2 blocs (p, C, C, (') et (p, C — 1, C" — 1, C). On revient à la définition de n{tp, e) et TT{tp, e_). On pose ici 

j:=<pirc^',-..,pirç'(^'-i)>. 

Et on montre en utilisant 1^ et I5TÏÏ3I que 7r±{ip,e) est l'ensemble des constitutants de 5times'ïï{ip,ï) vérifiant 
Jac^l |ç'c' ^ 0. 

On apphque l4.1l par récurrence à 7r(?/;, è) d'où, en posant 5 :=< p| |^-^, • • • p| l^'-'^ > : 

^(tÀ, ?) =< S, 7r(7À', (p, A - 1, B + 1, C, eo)) > ®^=±7r(7À', e~', ^c^[A,B]{p. C, C, C, (-l)'^'??)). 

On applique encore 15.6.51 en prenant pour le couple (5, 5') de loc. cite ((5, 6) et cela nous donne une bijection 
entre les sous-quotients irréductibles de (5 x 7r(-0, ê) et ceux de ^ x 7r(V'', ê', (p, A — 1, iî -I- 1, Ci eo)) cette bijection 
étant donnée par < 5, ? >. Cette bijection est compatible à l'opération JacQ'C'- On en déduit alors avec des 
notations que l'on espère évidente que : 

7r±(0, e) =< <5, 7r±(V'', e', {p,A-l,B + 1, C, eo) > (1) 

®r,^±{i^\ e', Uc6[B,A](p, C^, C, C, (-l)[^lr;)). (2) 

Il faut revenir de 7r-|-('0,e) à TT{ip,e), c'est-à-dire qu'il faut d'abord démontrer qu'il n'y a pas de simplification 
entre les composants irréductibles de T:{îjj,e) et ceux de 7r('(/',e_) et ensuite il faut séparer les composants 



respectifs de façon compatible à (1) et (2) ci-dessus. On peut le faire en utilisant les modules de Jacquet dans 
les 2 cas que l'on va détailler ci-dessous et il restera un cas à traiter par d'autres méthodes. 
On suppose ici que C > 3/2. Alors le caractère e_ vérifie 

e_(p, C - 2, C" - 2, C') = e{p, C - 2, C" - 2, (') - C - 1, C - 1, C') = e_(p, C ~l,C' - 1, C')- 

On applique [5.6.51 aux couples {5 p\ |^^,--- ,p| 1^^*^ >,5' ^ p\ l^'*^*^'^^^), pour tout C e]-B, C] fixé et à la 
représentation 

Y = Jac^'(B+i),...,cc7r(V'',e-, {p,A- 1, S + 1, C, eo)), 1" Jacc_'{c'-i)Y- 

Et on montre ainsi que tous les constituants irréductibles de 7r('0, e_) vérifient Jac^/((7/_i) ^ 0. Par contre on a 
directement que tous les constituants irréductibles de ■n{^^t) vérifient JaCi^i(^c'-i) — (c'est vrai pour tous les 
termes de la définitions de 7r('0,e). Ainsi Jaci^i(^c'-i) permet de faire la séparation annoncée. 

Supposons maintenant que C" < f, c'est-à-dire C" = f . On peut encore utiliser les modules de Jacquet si 
(p, 2, 2, C") £ Jord{il}) avec C" un signe convenable ; en effet si C" = C'j on utilise JaC(^'2 tandis que si ~ , 
on utilise Jac-ç'2-C'i, c'est-à-dire que dans la démonstration ci-dessus, on remplace C'(C' — 1) soit par ('{C' + l) 
soit par -('(C + f ), -C'C". 

5.8.1 Dernier cas 

Il reste exactement un cas qui n'est pas réglé par les réductions précédentes : {p, A, B, éq) est l'unique 
élément de Jord[tp) vérifiant A> B àe. plus S > 1 et pour tout C < S et tout signe Ce (p, C, C, Ce) ^ Jord{ip) 
sauf exactement si C = et C = 1 (pour un bon choix de Ce- On peut alors prendre Co = Ci — • C- Et e prend 
la même valeur sur (p, C, C, C') pour C = 0, 1 et on note êq cette valeur. 

La méthode est ici du même ordre que dans 15.41 mais il y a quelques petits changements ! On fixe n un 
constituant irréductible de T:{ip,e). 

Pour D un entier avec D < A et pour A un signe, on reprend la notation ipjj, Id.x de loc. cite. 

Lemme : (i) Il existe 5 et C ainsi qu'un ensemble totalement ordonné, S d'entiers tous de valeur absolue 
inférieure ou égale à A tels que : 

^ XxeSPir X ■^ilpD,èD,x)- (1) 

(ii)Soit £ comme en (i) et supposons que cet ensemble contient — C^- Alors JacQB, -- 0. 

Pour (i) on applique d'abord l5.3.3l d'oii ti et un signe Ai ; ensuite comme e prend la même valeur sur (p, 0, 0, C') 
et (/o, 1,1,C'); on peut enlever ces 2 blocs; on se retrouve avec une représentation élémentaire mais dont les 
premiers blocs sont ^ce[B.A-2ti]{p^ C, C, (— I)*" Ai). On peut encore appliquer pour passer de ^ce[B,A-2ti] 
à Uc G [0, A - 2^1 - B]. C'est-à-dire que D = A - 2ti - B convient avec A = (-l)^Ai. 

On remplace ensuite sous-quotient en sous-module (quitte à changer les signes et l'ordre des éléments de £ 
en utilisant El (propriété 4). 

Pour (ii), l'hypothèse assure qu'il existe G £ tel que [xq,— C^] soit un segment et JaCxo, -- -cat^ (cf 
II. 2() . Ici a;o vaut soit QB et (ii) est démontré soit ccq = C'I- Supposons donc que = C'I i pour C Ç]B,A\, on 
calcul JacQii^... ^-qaXc oii : 

p\ 1'^^, • • • , p| > X Jac^(B+i),.. ,cc7r(V'', e', (p, A,B + 2, C, eo))- 

On note ^" , e" le couple qui se déduit de ip' , e' en enlevant les 2 blocs (p, C, C, C'; êq) POur C = 0, 1 et on a une 
inclusion (cf. et par exemple 14.21 que l'on peut utiliser par récurrence pour l'étendre au cas non élémentaire) 

7r(V'', e', (p, A,B + 2, C, cq)) p\ f\p > X7r(^", e", {p, A,B + 2, (, êq)). 

D'où ^< pW^^,--- ,p\\-'^^' > X < p\f\p > xJac^^B+i),-xcHi'",e",{p,AB + 2X,eo)). On calcule 

JaC(^'i^... ,-(^A de l'induite ci-dessus. On obtient : 

si C' = "C, < Pl l'^-^, • • • , P\ r'^^ > xp X Jac-ç2,- ,_cA Jacç(B+i),... xc^^i^", e", (p, A,B + 2, C, êq))- 

si C' = C, < pI l'^-^, • • • , P\ r*^^ > X Jac_ci,... ,-cAJacçi^B+i),- xcHi'" , e"> (P, A,B + 2, C, eo)). 

Mais une non nullité de ces termes force, Jac-i^yJacQ(^B+i),- - xc^ii'" > ^' -, {P: A,B + 2, (, eo)) ^ pour y — 2 

ou 1 d'oii encore Jac-çyTT{ip" , e", {p, A,B + 2, C, eo)) ^0 ce qui est impossible car — Cy ^ C(^ + 2). Cela termine 

la preuve du lemme. 

Soit £, A satisfaisant au (I) du lemme précédent. Quitte à réordonner £, on écrit £ comme union de segments 
croissants avec les propriétés de 15.4.31 et en notant as représentation associée par Zelevinski à cette union, 
(1) devient une inclusion : 

TT ^ as X Tr{ipD,eD^\). (2) 



Ecrivons donc £ sous la forme Uig[i ,j] [x^, y^] où v est un entier convenable; les segment sont par hypothèse 
croissants si ^ = + et décroissant si C = — . Pour fixer les idées, on va donc supposer que C = +. On impose 
alors, comme on en a le droit que xi > ■ ■ ■ > Xy. On peut reprendre les arguments de l5.4.3l : s'il existe i G 
tel que pour tout j < i, Xj ^ Xi — 1, alors JaCx^fc ^ 0. Mais ici cela prouve uniquement que pour un tel 
Xi = B o\x Xi = C^\. Ceci s'applique évidemment pour x\. 

Supposons que £ comme ci-dessus a aussi la propriété d'avoir un nombre d'éléments positifs minimal et 
qu'il ne contient pas —A. On va trouver les formes particulières que peuvent avoir £. On doit encore avoir 
£\J-£ U^g[o^D] [-2:, A = ^xe{B,A\ [-2:, x\ U [-1, 1] U {0}. Ceci se récrit 

£\^-£^ y^x(i\D+\,A\ [-2^, A - U2;e]i^s[[-a^, A- 

On montre comme en **** que sous ces hypothèses, pour tout i G tel que j/i > alors il existe j > i 
avec Dj = yi — 1 sauf éventuellement pour la plus petite valeur de i/i > qui est nécessairement alors D + l. 
De plus, on a avec la notation ti de l5.3.3l 

A- D ^2ti+ B. (**) 

Premier cas : supposons que Xi = C'I ; alors pour tout i > 1, Xi ^ B. Comme on a JaCxi,xiT^ = grâce 
à 15.21 on a d'après ce qui précède pour tout i G Xi = ^i+i + 1. Comme dans 15 on vérifie alors que 

nécessairement yi > ■ ■ ■ > yv On récrit £ sous forme de tableau comme en loc.cite ; toutefois ici le nombre de 
colonnes est ici A — Ç'I + 1. On note w le nombre de colonnes et on réutilise la notation zi, ■ ■ ■ , z-^j pour les 
éléments en bout de chaque colonne. 

Si C — —: la première colonne est [—1, zi] la deuxième [0, Z2] et les autres de la forme [a, Za+2] avec a G [1, A] 
et l'égalité sur £ U —£ devient : 

[1,A] U,e[iM;-^<o {-2jU]l,B[= [D + 1,A] U,g[i,„];,^>o {z, - 1}. 

D'après ce que l'on a vu Ui^[i^w];zi>o{zi — 1} est un intervalle éventuellement vide (c'est clair si on écrit £ sous 
forme de tableau) dont la plus grande extrémité ne peut être que D. Cela prouve que l'ensemble de droite n'a pas 
de multiplicité. 'Comme zi G [—1, —A[ l'ensemble de gauche a de la multiplicité, ce qui donne une contradiction. 
Si C = +, cela se traduit par : 

[1,^] U,e[i,„];^,<o {-zJU]l,B[= [D + l,A] U,g[i,„].^,>o {z^ - 1}. 

L'argument donné ci-dessus est toujours valable pour savoir qu'il n'y a pas de multiplicité dans l'ensemble de 
droite. Ainsi _B = 2 et Uiç[i^w];zi>o{~Zi} a au plus 1 terme {0}. Donc le nombre de lignes du tableau est au 
plus 2 ; or d'après (**) il est d'au moins 2 lignes, c'est à dire que le tableau a exactement 2 lignes et que ti = 
puisque B = 2. On conclut alors que tt est nécessairement l'une des représentations complémentaires de 14. Il 

Deuxième cas, Xi = B : supposons d'abord que i? > 2. La première ligne de £ est [B, A] et on peut calculer 
le Jac suivant cette ligne ; c'est un calcul qui a été fait en 14.41 cela revient à remplacer dans chaque terme 
définissant 7r(-(/', e), le couple {A, B) par le couple (A — 1, i? — 1). Ainsi on se ramène facilement au cas 011 iî = 2. 
L'intérêt est que, sous cette hypothèse, 

£U-£= [D + 1,A]. 

Supposons d'abord que £ peut encore s'écrire sous forme de tableau dont les lignes sont des segments croissants 
et les colonnes des segments décroissants ; c'est ce dernier point qui n'est pas automatique : 

B A 

X2ti+B D+1 
Xv ' ' ' Vv 

Ici X2ti+B = B — 2ti — B + 1 = —2ti + 1. On cherche à démontrer que ti = 0. Et on a encore [B — 2, A] Ui;zi<o 
{—Zi} = [D + 1, A] Ui-zi>o {zi — 1} et l'ensemble de droite n'a pas de multiplicité. Ainsi x„ > — 1 et 1 — 2ti > — 1 
c'est-à-dire ti = ou 1. Et on veut démontrer que ti = 0. Il reste donc à éliminer le cas où ti = 1 ; supposons donc 
que ti = 1 alors Xy = X2ti+2 = —1, le tableau représentant £ est rectangulaire avec 4 lignes. Comme le bout de 
chaque ligne est supérieur ou égal k D + 1, Jacxcr*^- = pour tout x > —{D + 1). Supposons que ('1 > —{D + 1), 
on a d'une part avec 15 . 6 .31 applig ué comme dans les réductions ci-dessus que Joc^'itt ^ et d'autre part avec 
l'inclusion tt ^ a£ x ■ïï{ip£), èD,\)'^t ce qui précède JacQiiiT{il)£), èD,x ^ ce qui est exclu. On peut quand même 



avoir ('1 < —{D + 1) ce qui est en fait — — et D = mais puisque Jac^in ^ 0, il faudrait que l'inclusion ci- 
dessus se factorise en tt ^ p| x F, oià F est un sous-quotient irréductible de Xa,g£_{_i}p| Y X7r('(/'D, èd^a)- On 
remarque que E est en fait très particulier sous nos hypothèses car nécéssairement A = D + 2ti + 2 = 0-|-2-|-2 = 4 
et S = 2. D'oii 

2 3 4 



-1 

Quitte à changer l'ordre dans £' et des signes, on écrit Y comme sous-module de Xj;^£>p\ \^ x TT{ipD,êD.x) et un 
£ qui convient est donc { — 1} U £' . Par minimalité du nombre d'éléments positif dans notre £ de départ, £' ne 
peut être constitué que d'éléments positifs ou nul. Donc —la été changé en 1 et CTg ^ pj | x a" pour a" une 
représentation bien choisi et comme l'induite p\ x p\ \ est irréductible, on a une inclusion : 

^ p| I X tt", 

pour une représentation tt" convenable, ce qui entraîne Jaciît ^ 0; ceci est contradictoire avec 13.21 puisque 
C = -1 ici. 

On en est donc revenu au cas où £ ne s'écrit pas comme tableau comme précédemment. On vérifie que £ 
s'écrit comme union d'un tableau : 

2 A 

T = X2t,+2 D + 1 

•^v ' ' ' Vv 

avec l'ensemble {C'1,0}. On a encore en considérant £ U —£ mais en appelant ici Zj les derniers éléments de 
chaque colonne de T : 

{0, 1} U [2, A] U,.z,<o {-z^} =[D + 1, A] U;,,>o {z^ - 1}. 

Et toujours le fait que l'ensemble de droite n'ayant pas de multiplicité, celui de gauche ne peut en avoir. Donc 
ici l'ensemble {i; Zi < 0} est nécessairement vide. Cela force X2ti+2 > 1 d'où, par un calcul déjà fait ti = 0. Ce 
qui est ce que l'on cherche. 



6 Rappels 

6.1 Les séries discrètes et hypothèses 

Dans le cas des séries discrètes on a démontré en et ^21 les résultats suivants que je vais rappelé ci- 
dessous. Soit tp,e un couple formé d'un morphisme de Wp x SL{2,C) avec les propriétés d'algébricité usuelles 
dans tel que CentLQ{ip) soit fini et e un caractère de CenthQip dans ±1 tel que la restriction de e au centre 
de soit [t fcf. En plongeant ^G dans un CL par son application naturelle, on décompose tp en somme 
de représentation irréductible de la forme p®aa oh p est une représentation irréductible de Wp , nécessairement 
autoduale et a a est une représentation irréductible de SL(2,C) nécessairement uniquement déterminé par sa 
dimension, notée a en indice ; la parité de a est uniquement déterminée par p. C'est de l'algèbre linéaire. On 
note Jord{ip) := {{p, a)} pour (p, a) apparaissant dans la décomposition ci-dessus ; le caractère e s'identifie alors 
naturellement à une application de Jord{ip) dans {±1}. A un tel couple ip, e on associe un couple de même type 
mais cuspidale, c'est ce qui correspond à ce que l'on a appelé en loc.cit. le support cuspdial partiel. Une façon 
de le construire, sans utiliser de récurrence, peut se faire ainsi. 

On construit d'abord un couple "00 7 eo relatif à un groupe de même type que G mais de rang éventuellement 
plus petit tel que Jord^ipo) se déduise de Jord{'4>) en enlevant des blocs (p^, ai) pour i e [1, i] tous distincts oià t 
est un entier pair éventuellement soumis aux conditions ci-dessous, êq est la restriction de e aux blocs restant ; 
les conditions sont que pour tout i G [l,t/2], 

P2i-i = P2i, a2i-i) = e(/0, a2i)i < «21-1 (on accepte a2i = au plus une fois en posant e{p,a2i) — + 
mais il faut alors que a2i-i soit pair) et pour tout b G]a2i,a2i-i[ tel que {p2i~i,b) G Jord{Tp)i 3j < i tel que 
P2j-i = P2i-i et b = a2j ou a2j_i. 

On remarque que "00,60 n'est pas uniquement déterminé par ■(/;,€. Mais on fait un tel choix en supposant que 
\Jord{4>o)\ est minimal. Pour p une représentation autoduale de Wp, on note Jordp{ipo) := {a G N; (p, a) G 
Jord{ip()) et on pose ôp :— \Jordp{'il;o)\ et r/p la parité de tout élément de Jordp{^l;o), c'est-à-dire r/p = si 



ces nombres sont pairs et 1 sinon. On note encore Cp la valeur de eo sur l'élément minimal de Jordp{ipo) ; par 
construction ce nombre vaut — 1 si ?7p = mais n'est pas connu a priori si ?7p = 1. Il est facile de vérifier que les 
données Sp et Sp sont elles uniquement déterminées par -0,6. 

On pose alors, a priori, ipcusp, ^cusp le couple relatif à un groupe de même type que G mais de rang 
éventuellement plus petit, tel que Jord{ipcusp) ■= {ip,o.)',a < ôp,a = î7p[2]}, on p parcourt l'ensemble des 
représentations autoduales de Wp tel que 5p ^ Q et oii, pour tout (p, a) G Jord{ipcusp)-, icuspip,C() '■= 
(_l)(a+'7p)/2+i£^ On note Gcusp le groupe correspondant. 

Le couple ïpcusp, £cusp est uniquement déterminé par ■0, e et est sa donnée cuspidal. 

On suppose qu'il existe une représentation cuspidale iTcusp de Gcusp avec la propriété suivante pour toute 
représentation autoduale p de Wp identifiée à une représentation de p cuspidale autoduale de GL{dp) (ce 
qui définit dp) par la correspondance de Langlands 6* pour tout entier f tel que f = rip[2] l'induite 

St{p,f) X TTcusp est irréductible si et seulement si {p,f) G Jord{tpcusp) ; ici St{p, f) est la représentation de 
Steinberg qui est plus généralement notée < p\ \~(f~^y'^^ ■ ■ ■ ^ p\ > dans ce papier. 

Avec cette hypothèse, on a montré en que iTcusp avait les bonnes propriétés de réductibilité supposées en 
[T^ et On peut donc utiliser les résultats de ces papiers ; on a montré qu'il existe une unique série discrète 
tt{iP, e) (irréductible) telle que pour tout p comme ci-dessus et pour tout / aussi comme ci-dessus l'induite 
St{p, /) X 7r(0, e) est irréductible si et seulement si {p, f) € Jord{tp) ; de plus pour p comme ci-dessus et pour 
tout couple (a > a_) d'entiers consécutifs dans Jordp{'\j]), 
e{p,a) = e{p,a-) <^ Jac(^a-i)/2,-- ,{a-+i)/2T^{tp,<^) 

et le support cuspidal partiel de '!T{ip, e) est TTcusp ce qui veut dire qu'il existe une représentation a d'un 
groupe linéaire de rang 1/2 la différence des rangs de G et Gcusp tel que n{^,e) soit un sous-quotient de 
l'induite a x TTcusp- L'existence est dans ^31 et l'unicité dans |12| . 

6.2 Paquets associés à des morphismes élémentaires 

Fixons encore ip^e comme ci-dessus d'où ^cusp,^cusp et on fait l'hypothèse clé. Donnons-nous aussi une 
application de Jord(ip) dans {±} ; cela permet de définir un morphisme de Wp x SL{2,C) x SL(2,C) dans 

de telle sorte que la décomposition de ce morphisme en représentations irréductibles (comme plus haut) est 
somme des produits tensoriels p ® aa ® où (p, sup{a, b)) parcourt Jord{tp), inf{a, 6) = 1 et sup{a, 6) = a si 
(^ = + etbsiC = ~- On note 0^ ce morphisme et e s'identifie encore naturellement à un caractère de GentLQip,^ 
dans {±1}. Donc ici 

tp — ijjQ O (*) 

Dans on a associé une représentation irréductible 7r(0^,e) à un tel couple. On en a donné 2 définitions; 
celle qui donne le plus de propriété est une définition dans le groupe de Grothendieck qui généralise la formule 
d'Aubert P| et Schneider-Stuhler T5 pour l'involution généralisant celle de Zelevinski dans le cas des groupes 
linéaires. Pour l'expliquer, nous avons besoin de la notation suivante : soit a un demi-entier positif, p comme 
ci-dessus et tt une représentation de G ; soit P un sous-groupe parabolique de G donc de la forme XdevGL{d) x 
G{m) où T) est un ensemble d'entiers. On note resp,p_<ca{TT) la projection de la restriction de tt le long du radical 
unipotent de P sur le support cuspidal pour Xdi^vGlld) formé de représentation du type x^g^p^ mais où tous 
les z qui apparaissent vérifient \z\ < a. On définit de même resp^p^<:a en imposant l'inégalité stricte. On pose 
alors 

invp,<a = ^(-l)'^3«-'-f^zn(i^(resp,p,<a^), 
p 

c'est une application dans le groupe de Grothendieck des représentations lisses de type fini de G. On définit de 
façon analogue invp^<^a en remplaçant l'inégalité large par l'inégalité stricte. Et alors : 

7r(0ç,e)=^ J]^ inVp^^a°inVp,<^{TT{il>,e)). 

{p, a) g Jord{tp); 
dp, a) = - 

L'ordre dans lequel on effectue ces applications n'a pas d'importance. Il n'est pas clair du tout sur cette définition 
que 7r('!/'ç,e) est irréductible mais c'est un des résultats de jTJ. En fait on montre que cette définition est la 
même que la définition suivante qui se fait par induction : 

pour toute représentation p fixée, on note ap^^^^ l'entier minimum, quand il existe, vérifiant 

{p,ap^^^^) e Jord^Tp), 

soit {p,ap^^^e - 2) ^ Jord{ip), 



soit (p, ap,0^e — 2) G Jord{il>) (en acceptant éventuellement ap^^^e = 2 et vérifie 

e(p, ap^.0,e) = e(p, flp^^^e - 2). 

On a alors les propriétés suivantes; dire que ('07 e) ^ (ipcusp^^cusp) est exactement équivalent à dire qu'il 
existe p tel que flp.^^e existe. Fixons un tel p. 

propriété 1 : alors 7r('(/'ç, e) ne dépend pas de la valeur de C sur les blocs {p, a) G Jord{^) tel que a < ap.Tp,^- 
On pose Cp/i/",!; la valeur de C sur {p, ap^^^e) ; 

propriété 2 : supposons que (p, ap^^^e ~ 2) ^ Jord{tp), alors on note ■0', e' le couple qui se déduit de ip, e en 
changeant simplement le bloc {p^ap^^^^) en (p, Op.^ <: — 2). Alors l'induite : 

p\ |Çp.v,..K.v,..-^i)/2 X 7r(V'^,e') 

a un unic^ue sous-module irréductible qui est précisément ■n{'ipQ^e); ceci est aussi vrai si ap^^,e — 2 avec 
nécessairement e{p, ap^^^e) = + ; 

propriété 3 : supposons que (p, «p^^^e — 2) e Jord{'ip) avec flp.^.e — 2^0. On note t/^', e' le couple qui se 
déduit de ip, e en enlevant les 2 blocs (p, flp^^^e) et (p, ap_^,_c — 2). L'induite : 

< p| |Çp,^..(ap,^.,-l)/2^ ... ^ ^1 |-Cp,^,.K,^,.-3)/2 > x7r(V'^, e') 

a exactement 2 sous- modules irréductibles et Tr{'ipç, e) est l'un des deux. Le choix est précisé en il y a une 
part d'arbitraire et nous n'avons pas forcément fait le meilleur choix. Mais cela n'a aucun importance pour ce 
que nous faisons. 

propriété 4 : soit £ un ensemble de demi-entiers tels que pour tout x G £, \x\ < {ap^^^e — l)/2. Alors pour 
tout sous-quotient irréductible, tt de l'induite x^^spl \^ x 7r(^/;ç,e), il existe un ensemble £' totalement ordonné 
de demi-entiers vérifiant : 

{£}U{-£}^{£'}U{-£'} 
et une inclusion : tt ^ XxeS'Pl \^ x TT^ipç^e). 

On remarque que les propriétés 1, 2 et 3 permettent de définir 7r(V'ç,e) par induction et le travail jïT| consiste 
justement à prouver que cette définition et celle donnée dans le groupe de Grothendieck coïncident. 

propriété 5 : soit a: e M ; on suppose que JaCxTT{ip<:;, e) ^ 0, alors il existe a e N tel que (p, o) G Jord{^/j) et 
X = C(p,a)('^^ l)/2- Réciproquement si (p, a) G Jord{'ip) et (p,a — 2) ^ Jord{ip) alors Jac,^^^ ^^(a-i)/2'^i4'Cj^) 0- 

propriété 6 : fixons p comme ci-dessus et a > a_ des entiers consécutifs de Jordp{ip) ; on suppose ici que 
C{p,a) = C{p,a-) alors 

•/acç(a_i)/2,... ,c(a_+i)/27i'(V'ç, e) 7^ ^ e(p, a) = e(p, a_). 

L'analogue de la propriété 6 pour les séries discrètes est essentiellement la définition de la paramétrisation 
(cf 22); en utihsant la formule dans le groupe de Grothendieck définissant 7r(i/)ç,e) on obtient la propriété 
écrite mais elle est faible puisqu'il faut supposer au départ que C(Pj ^i) = C(p, a_). Sans cette hypothèse, on 
a quand même une propriété des modules de Jacquet qui distingue le cas e(p, a) = e(p, a_) mais c'est plus 
compliqué; on l'écrit simplement dans le cas que nous utiliserons. On suppose que Jordp{îp) contient 1,3 
et 5 et que C ■= C(P: 1) = C(Pi3) ^ C(P:5) et e(p, 1) = e(p, 3). Alors e(p, 3) = e(p, 5) si et seulement si 

6.3 Propriété d'induction 

Ici on revient k îp,e non nécessairement élémentaire, c'est-à-dire comme dans tout ce travail. 

Proposition : Soit e) et soit b un entier. Soit aussi ( = ± ; on suppose que (p, b) ^ Jord{ip o A) et que ipoA 
est discret. L'induite < p\ ... |-C(f'-i)/2 > X7r('0, e) est semi-simple de longueur 2 fois la longueur 

de '!r{ip, e). 

On la fait pour les séries discrètes en |12| . mais il faut bien tenir compte du fait que le point clé est alors le cas 
cuspidale où en fait on admet le résultat dans les hypothèses de base. On en déduit le cas de V' élémentaire : 
si ap,^,e > b, on l'a démontré dans et on en déduit le cas général par récurrence en échangeant socle 
et induction comme ci-dessous ; on ne fait pas les détails. Supposons donc qu'il existe (p, a, b) G Jord{'ip) tel 
que inf{a, b) > 2. On suppose pour simplifier que a > b. On démontre l'assertion par récurrence. On sait 
(14. 1|) que 7r(V', e) est la somme des sous-modules irréductibles inclus dans < p| |('^~'')/2^ . . . |-(a+b)/2-i-i ^ 
X7r(?/;', e', (p, a, 6 — 2, e(p, a, b))) et de représentation n^ip" , e") pour un bon choix de morphismes ip" , e" auxquels 
on peut appliquer la récurrence. 



On pose a :—< p\ l^^** ■ ■ ■ , p\\ ''^^ ^^/^ >. On sait que n{ip', e', {p, a,b — 2, e{p, a, b)) est semi-simple ; on 
note Y' l'un de ses sous-modules irréductibles et Y l'unique sous-module irréductible inclus dans l'induite 

<p||(''-^)/2,-- - > xy'. 

Ce qui reste à démontrer est que a xY est semi-simple de longueur 2. On applique le lemme technique. 15.6.51 
k a xY avec S = a et S' =< p\ ... ^ p\ |-(a-i-'')/2-i-i > . pQ^, ^^ig^ vérifie que S x S' et S x (S')* sont 

irréductibles. Si C = +j cela résulte de Zelevinski car les segments correspondant ne sont pas liés. Si C — —, S 
correspond à un segment qui n'a pas la même croissance que celui qui correspond à (5' ; il faut donc un autre 
argument. On a soit (3 < {a — b+ 1) soit (3 > a + b— 1. Dans le premier cas, pour tout x G [{(3— l)/2, — (/?— l)/2], 
le segment réduit à x n'est pas lié au segment correspondant à (5' ni à celui correspondant à {S')*. Dans le 
deuxième cas, pour tout y £ [{a — b) /2, — (a + 6)/2 — 1] U [—(a — b)/2, (a + 6)/2 — 1], le segment réduit à y n'est 
pas lié à [— l)/2, 1)/2]. Cela suffit largement pour avoir l'irréductibilité ; en effet on veut que l'opérateur 
d'entrelacement (normalisé à la Langlands) ô x S' —>■ 6' x S soit un isomorphisme. Mais on le décompose en 
opérateurs élémentaires qui eux sont nécessairement des isomorphismes par irréductibilité. 

Les autres hypothèses sont satisfaites. Ainsi on sait que l'ensemble des sous-quotients irréductibles de cr x F 
sont en bijection avec l'ensemble des sous-quotients irréductibles de ct x y. Par récurrence, on admet que 
cette représentation est semi-simple. Il est facile de voir qu'elle est alors de longueur au plus 2 et en fait elle 
est de longueur au moins 2 car il faut que a x 7r('0', e', (p, a, 6 — 2, e(p, a, b)) double sa longueur. Ainsi cr x 1" a 
exactement 2 sous-quotients irréductibles. Les sous-quotients, F/ pour i — 1, 2 de cr x F' étant des sous-modules, 

ils vérifient Jacç(^_x)/2. c(/3-i)/2^/ note Y^ pour i — 1,2, le sous-quotient de ct x F qui correspond 

à Y/ par Jac(a-b)/2,--- ,-(a+6)/2 et nécessairement Jacç(;3_i)/2,... ,-^(/3-i)/2F / 0. Ainsi Y, ^ p\ |';(^'-i)/2 x • • • x 
p\ |-Ç(/3-i)/2 X r et il existe un sous-quotient a' de p\ x • • • x p| |~C(/3-i)/2 Y, ^ a' x Y. On 

vérifie que a' a ; pour cela il suffit de montrer que nécessairement JaCp| |ç(/3-i)/2_... p| |-c(/3-i)/2ct' ^ 0. Or s'il 
n'en est pas ainsi, il existe nécessairement x e]C(/9 — l)/2, —Qifi — l)/2] tel que Jac^,... ,_ç(/3_i)/20'' ^ ; mais 
comme Yi est un sous-quotient de ct x F, cela entraîne que Jac^;,... ,-^(/3_i)/2F' ^ 0. Or ceci est exclu par 13.41 
D'où le résultat cherché. 

6.3.1 Irréductibilité 

On fixe V'i e comme dans tout ce travail ainsi qu'une représentation cuspidale irréductible p. On suppose 
encore ici que ip o A est discret. 

Proposition : Soit x un demi-entier strictement positif. On suppose que {p,2x — 1) ^ Jord{ifj o A). AJors la 
représentation induite p\ \^ x 7r('0, e) est semi-simple de même longueur que Tr{ip, e). 

La proposition est équivalente à dire que pour X une sous-représentation irréductible de Tr{ip, e) l'induite p\ \^ xX 
est irréductible. Ceci se démontre par récurrence comme ci-dessus. 

7 Définition de 7t{i/j, e) dans le cas général. 

Soit ici un morphisme : Wp x SL{2,C) x SL{2,C) dans et on ne suppose ici que le fait que tp est 
discret c'est-à-dire que CentLQip est un groupe fini. La décomposition de en représentation irréductible donne 
toujours un ensemble Jord{^p) ; si on écrit cet ensemble en terme de représentations cela donne un ensemble de 
triplet (p, a, b) avec une condition de parité reliant p et a -|- 6. Il est plus commode de poser A = {a -\- b)/2 — 1 
et B = {a — b)/2 en notant ^ le signe de a — 6 étant entendu qu'un nombre nul est positif. Ainsi Jord^ip) est 
vu comme un ensemble de quadruplet (p, A, B, pour p une représentation irréductible autodual de Wp, C un 
signe, A, B des demi-entiers tels que A — B € Z>o avec la condition que A est entier non demi-entier précisément 
si p est de même type que (le type étant symplectique ou orthogonal) et C = + si i? = 0. 

Fixons p et définissons Jordp{^p) comme l'ensemble des quadruplets {p,A,B,() avec ce p. On ordonne 
totalement Jordp{ip) par : [p, A' , B' ,(,') > {p,A,B,() si ces 2 quadruplets sont distincts et 

soit B' > B; soit B' ^ B mais A' > A; soit S' = B, A' = A mais C' = + d'oii ( = 

Soit G' un groupe de même type que G mais de rang plus grand et soit ïp' un morphisme de même type que 
ip mais relativement à G'. On dit que ^' domine tp si pour tout p, il existe une bijection entre Jordp{ip') et 
Jordp{ip), bijection qui préserve l'ordre, ce qui la détermine totalement et on la note 6^',^ et on demande 
qu'elle vérifie, pour tout (p. A', S', C') dans Jordp{ip'), en posant {p,A,BX) sont image par 6^',^, C' = Ci 
A' - A ^ B' - B > 0. 



Fixons ip' dominant ip et (p, A, B, G Jord{'tp) avec {p, A', B' , Q son image inverse par h^'^^ ; on définit S(p^A,BX 
comme l'ensemble totalement ordonné réunion des segments Ui^[i^A'-A] [B' — i + 1, A' — £ + 1], ensemble qui est 
vide si A' = A. On définit alors JaC(^p,A',B'.x)^ip,A,B,c) ■= ■^^'^^eSp^A.Bx- 

Quitte à supposer le rang de G' suffisamment grand, on peut aisément construire de tels 'ijj' dominant ip et on 
peut en plus imposer que ip' o IS. soit discret. Grâce à on identifie les groupes CentLQ{ip) et CentLQi{'ip') 

ainsi que leurs groupes de caractères. Ainsi pour e un caractère de CentLQ{ip) on sait définir Tr(jp',e). Et on 
pose, avec les notations précédentes : 

Définition : 7r(V',e)^' := I\{p,A,B,C)eJord{4,) J<^C(^p.A' ,b' ,o>^ip,A,B,c))'^i'^' ^ <^)' où dans le produit les {p,A,B() 
sont rangés dans l'ordre croissant. 

Propriété : n{ip, e)^/ ne dépend pas du choix de ip' dominant ip et tel que ip' o A est discret. 

Cela résulte de 14.41 : en effet fixons ip' et ip" dominant ip. On peut construire ijj dominant à la fois ip' et ip" et a 
fortiori ip. Il suffit de démontrer que n^ip, e)^ = irlip, e)^' et une égalité analogue pour ip" . Par symétrie, il suffit 

de le démontrer pour ip' . On descend de ip vers "0' en appliquant progressivement les JaCf^^^ g C)*~>(p A' B' c) 
en commençant par les quadruplets les plus petits et donc de proche en proche on est ramené à démontrer 
Tr{ip,e)^ = 7r('(/;, e)^/ quand ip et ip' sont tels qu'il existe un unique quadruplet (p, Aq, Bq, Cq) 6 Jord{ip tel que 
{p,A'o-l,B'o-lXo) e Jordii;') et 

Jord(^) - (p, A'„, B'o, Co) = JorditP') - (p, A'„ - 1, i?^, - 1, Co)- 

On note (p, Aq, Bq, Çq) l'image de ces quadruplets par les bijections ; elles ont nécessairement la même image. 
Le premier point est de vérifier que 

n '^°'^ip.A',B',0eJordi4,)^(p.A,BX) = 

{p,A,B,Q£Jord(^) 

n JaC(^p,A' ,B' ,C.)eJoTd[-4)')>^{p,AM,C.))'^°-'^i'oB'o-- ,i'oA'a■ 

{p,A,B,C,)eJord(1p) 

En effet les ensembles (p. A' , B' , C) > (p, A, B, Q sont les mêmes pour ^p et -0' sauf exactement quand (p. A', B' , ^) : 
(p, Aq,Bq,Çq) 011 par définition 

Jac^p,A'„,B^,a)^(p,Ao.B„,Cl,) = JaC(^p.A',-l,Bl,-lXl,)^{p,Aa,B„,Cl,}J'^''<'oBl,..-XLA'„- 

Il faut ensuite vérifier que JaC(^^B>^ ... x^A'g commute au-dessus des Jcicçp A\B' x)'^ip-A,B.Q pour tout (p. A' , B' ,Ç) G 
Jord{tp') strictement plus petit que (p, — 1, Sq — 1, Co)- Or, par hypothèse tp' oA est discret donc B'q — 1 > B' , 
seule possibilité dans la définition de l'ordre et l'hypothèse tp' o A discret renforce encore en B'q — l > A' . Soit 
X un élément de l'ensemble {p, A' , B' ,() i— > {p,A,B,() et pour tout élément y G [Ç,qBq,(qAq], on a siirement 
a;| < A' < Bq — 1 < \y \ — 1. D'où la commutation annoncée fcf ll.2|l . 

Les hypothèses de 14.41 pour 0, e et le quadruplet {p, A'q, B'qÇq) sont précisément satisfaites car ip' est le ip- 
de loc.cit. et par hypothèse est tel que ip' o A est discret. Donc on a 

JacQ>,Bi„- ,C,^A^7r(0, e) = 7r(0', e) 

et 

n J^<^{pA',B'X)eJord(^)^(p,A,B,cf'^î'^^) = 

ip,A,BX)&Jord{i>) 

n JaC^p,A',B'X)&Jordi4,')^{p,A,BX)J(^(^C^Bl,,---XiA'^'^i'ip,(-) = 

(p,A,BX)eJord{ij) 

Y[ JaCl^p.A' ,B' X)£jord{i,')^{p,A,BX)''^{'^' 1 

(p,A.BX)£Jord(il,) 

ce qui est le résultat cherché 7r(-0, e)^/. 
Définition : on pose tt{ïP, e) = tt{iP, e)^'. 

Propriété : Supposons que pour au moins un tp' dominant tpvériBant tp' o A est discret, on ait 

^e(lH.> X lsi(2,c) X ( J ^^))T:{tP',e) 



est une distribution stable, il en est alors de même pour 

e 

la somme porte sur tous les caractères e du groupe CenthQ^. 

Cela est conséquence du fait que nos Jac... préserve la stabilité. 

Remarquons que pour G = SO{2n + 1) si la restriction de ip a Wp se factorise par le Frobenius, toutes nos 
hypothèses sont satisfaites grâce à j9j qui montre que les constructions de Lusztig des séries discrètes ont bien 
les propriétés que nous voulons et à 

Remarquons aussi que dans certains cas 7^(4^, e) peut être ; par exemple considérons, G = 5*0(9, F), déployé, le 
morphisme ip tel que est trivial sur Wp et {Repa est par définition la représentation irréductible de dimension 
a de 5i(2,C)) 

= trwp (X) RepA ® trsL{2,c) © ifWp ® Rep2 trsL{2,c) © trwp trsL{2,c) ® Rep2- 
En d'autres termes ip est élémentaire et 

Jordi^j) = {{trw^,i/2, 3/2, +), {tvw^, 1/2, 1/2, +), (tvw^, 1/2, 1/2, -)}. 
Notons ^l>' le morphisme qui vérifient : 

iP = trwp Repe ® trsL{2,c) ® i^Wp ® Repi ® i?'sL(2,C) © i^Wp ® trsL(2,c) ® ReP2- 

On a Jord{^') ~ {(ir^^, 5/2, 5/2, +), (irvi/^^, 3/2, 3/2, +), (tr^j^, 1/2, 1/2, — )}. Considérons le morphisme de 
Jord{îp) dans ±1 qui corrcpond dans l'ordre aux signes (— , +, — ). On sait que 7r('0', e) est cuspidal, donc, avec 
nos définitions n{ip, e) = 0. Un calcul que j'ai fait avec Waldspurger prouve que c'est bien ce dont on a besoin 
pour avoir les propriétés d'endoscopie. C'est d'ailleurs cet exemple qui a motivé la définition. 
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